Practica 1 - Espacios Vectoriales

Demuestre que R* (C") es un espacio vectorial sobre R (C) con la suma y el producto
por un escalar usuales.

;, Es €™ un R-espacio vectorial con la suma y el producto por un escalar usuales?

Compruebe que el conjunto de matrices de orden p X ¢ a coeficientes reales (comple-
jos) RP*4 (CP*?) es un espacio vectorial real (complejo) con la suma y el producto
por un escalar usuales.

Probar que el conjunto de polinomios a coeficientes reales P es un R-espacio vectorial
con la suma y el producto por un escalar usuales.

Probar que el conjunto de funciones continuas a valores reales definidas en el inter-
valo [a, b], que denotamos Cla, b], es un R-espacio vectorial con la suma y el producto
por un escalar usuales.

Suponga que A € RP*? y que b € RP. ;Qué condiciéon debe cumplir b para que el
conjunto S = {z € R?: Az = b} sea un subespacio de RI?

Empleando la respuesta al ejercicio anterior determine cuales de los siguientes con-
juntos son subespacios de los espacios que se indican.

a) S={reR®: 2z, +x+13=0 A 29 — 21 =0}

b) S={zeR": x;=09=---=1z, =0}

¢) S={reR': x1+29=0 A 21 — 203+ 14 =1}.

Demuestre que P,, el conjunto formado por el polinomio nulo y por los polinomios
de grado menor o igual a n, es un subespacio de P.

Determine cuales de los siguientes conjuntos son subespacios de los espacios vecto-
riales que se indican.

a) S={veR: v=[1+rr 47 r e R}
S={wveR*: v=[ 2r]T,r >0}

S ={A€R*?: Aessingular}.
S={pePs: p(1) =p(2)}.
S=A{feC0,1]: f(0)=f(1)=0}.
S={feClR): [f(@)] = f2)}.
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Sean &1 v Sy subespacios de un espacio vectorial ; Qué condicién debe cumplirse
para que &1 U S, también sea subespacio?

Determine si R? estd generado por los vectores v; = [1 —1 2|7 vy = [-1 0 3|7,
v3=1[0 —15Tyuv=[3 -2 2.

Encuentre los valores de k € R para que los vectores [1 k 0T, [1 k—1 k|7 y
2 2k — 1 k* + k + 1]7 sean linealmente dependientes en R>.

Determinar cuales de los siguientes conjuntos son linealmente independientes en el
espacio vectorial que se indica.

a) {[1 4%,[i —1]T} en €2 como R-espacio vectorial y como C-espacio vectorial.
b) {2,3+¢t 2—t*} en P.

c) {1,2+2t,1—t+1t* 2—1t*} en P.

d) {sen(z), cos(z)} en C(R).

e) {sen*(z), cos?(x),1} en C(R).

., Cudl es la dimension de cada uno de los espacios vectoriales mencionados en los
ejercicios 1 a 57 ; Qué dimension tiene P,7

Probar que si V' es un C-espacio vectorial de dimension n entonces V' es un R-espacio
vectorial de dimensién 2n.

Encuentre bases para los siguientes subespacios:

a) S={reR': 21+ 2r+24=0 A2z — 23+ 14 =0},
b) S={pePs: p0)=p(l)}

¢) S={pePy: [} p(t)dt=0}.

d) S={AcR>3: A= AT}

En cada caso, extienda la base del subespacio que obtuvo a una base del espacio
vectorial correspondiente.

Encuentre una base del subespacio generado por las matrices

1 -1 -1 2 2 -3 11
-1 2|’ 3 1\ -3 2 1 6|
Para cada una de las siguientes matrices A, halle bases de los subespacios funda-

mentales: Col(A), Nul(A), Fil(A) y Nul(AT). Compare sus dimensiones. Calcule
rango(A) y rango(A7).

1 -1 1
1 -4 9 -7
HA=] -1 2 —4 1|, ii)A= -2 10 , i) A = -11 02
5 —6 10 7 3 1 -4 11 -4 1
1 -2 0
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Sea A e K"™™ (K =R 6 C), A= [uy ug---uy) con u; la i-ésima columna de A.

Deducir, a partir del hecho que

. T
Ax = zyug + Toug -+ Ty, SIXT = |1 Ty,

lo siguiente:

(a) b€ Col(A) siy sblo si existe = tal que Az = b.

(b) La ecuaciénAz = b tiene a lo sumo una solucién si y sélo si las columnas de A
son linealmente independientes.

(c) La ecuaciéon Az = b tiene a lo sumo una solucién si y sélo si rango(A) = m.

(d) La ecuacién Az = 0 admite solucién no trivial si y sélo si las columnas de A
son linealmente dependientes.

(e) La ecuacién Az = b tiene solucién para todo b si y sélo si rango(A) = n.

(f) La ecuacién Az = b tiene solucién si y sélo si A y la matriz ampliada A = [A b]
tienen igual rango.

Sean A€ K™ (K =R 6 C), A= [uj us---uy) con u; la i-ésima columna de Ay
B € K™". Explicar, a partir del hecho que

BA = [Buy Bus--- Buy,),

por qué Col(BA) C Col(B). Dar ejemplos no triviales (A # 1,0, B # 1,0) en los
cuales se cumpla la inclusion estricta y otros en donde valga la igualdad.

Dados los subespacios de R*, §; =gen{[1 1 2 0]7,[2 03 —1]T} y Ss ={z € R*:
x1 + 9 + 23 + x4 = 0}, hallar bases de $§ NSy y de S; + Ss.

Sean S; y Sy subespacios de un espacio vectorial V' de dimension finita j Qué relacién
existe entre las dimensiones de &1, Sz, ST NSy v S + 87

Demuestre que S; &Sy = R¥3 con §; = {A e R¥>3: A=AT} y S, = {A e R¥3:
A= —AT}. ; Es cierta la igualdad precedente en R™*"?

i) Determinar si la suma de los siguientes subespacios de R?,
S =gen{[11201]7,20301)"}, Sy =gen{[-11-211)"}, Ss=gen{[01011]"},

es directa y hallar una base del mismo.
ii) Idem anterior pero con

Sy =gen{[11201)]7,[2030 1"}, Sy = gen{[-10-211)"}, Ss =gen{[11122]"}.

Suponga que {vy,va}, {vs,v4,v5} v {vs, v7} son, respectivamente, bases de los sube-
spacios 81, Sz v 83 de un espacio vectorial V. Demuestre que B = {vy,vq,...,v7}
genera 81 + Sy + 83 v que la suma resulta directa si y sélo si B resulta base. Gen-
eralize.
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Encuentre las coordenadas de v en la base ordenada B en cada uno de los siguientes
casos:
a) v=[123TyB={110%[10 170 1 1]}
b) v=a+bt+ct?’y B={1+t+t% 1+t 1}.
Sea B = {vy;vs;...;v,} una base ordenada del K-espacio vectorial (K =R 6 C) V
y sea cg : V — K™ la aplicacion que asigna a cada v € V' su correspondiente vector
de coordenadas en la base B, cg(v) € K™,
a) Demuestre lo siguiente:

1) ep(v+v) =cp)+cp(v)ycglav) = acg(v) para todo v,v" € V' y para

todo o € K.

2) c¢p es biyectiva.

3) {ui,...,u} eslien V siysolosi{cg(ui),...,ca(u,)} esli en R
b) Hallar la expresién de cz'.

Resolver los ejercicios 16 y 17 trabajando en coordenadas respecto de una base B a
eleccion.

Sean E = {ey;...;e,} la base candnica de R* y B = {v1;...;v,} una base ordenada
de R". ; Cual es la expresién de la matriz de cambio de coordenadas de la base B
a la base F/, Cgg?

Supongamos que B, B"y B” son tres bases ordenadas del espacio vectorial V. { Cémo
puede obtenerse Cgpr a partir de Cgp y Cpign?

Hallar la matriz de cambio de bases C'gp: en los siguientes casos

@) B={1237 00173467} v B = {1 — 1071 23110},
b) B={1l;t—1; (t—1)2}y B ={1; t —2; (t —2)*}.



