ALGEBRA 11. FIUBA
Segundo cuatrimestre de 2004

Sugerencias para la resolucién del trabajo préactico N° 6
(por Fernando Acero con la colaboracion de Ada Cammilleri)

Obs.: siempre con K denotamos al conjunto de nimeros reales R o al de los nimeros
complejos C.

1.

10.

11.

1)a=0b=+2/2,c=-~/2/2; 2) a=L,b=i.
Ej. 5: ii), iv), v), y también i), iii) si |k| = 1; Ej. 6 : todas excepto i).

Ya realizado en TP2, Ej.28 donde se comprueba que H=H" y H H = I, de modo que
HH =HHT=1.

a). U es unitaria sii U U™ = U" U = I. Asi resulta I= U" U = U U"=U" [UM" = [UP7 UM =
UUH:[UT]H UT: UT[UT]H

b). [UV]"[uv]=V'U"uUV=V'Vv=I=UU"=Uuv V"U" = [uv] [UV]".
(justificar todas las igualdades)

a). (TX), TX)) = (Px, Px’) = [Px]" [Px’]=x"P"Px=x"Ix=x"x=(x,x");sien particular
esx’ =xsetiene || T(X) || =] x|l . (Se ha probado, entonces, que T preserva el p.i.canénico y la
norma inducida).

b) 0=(x,x)=(T(x), T(X’)) ,lasegunda igualdad por a).

c) &;=(Vi,Vj)=(T(vi), T(v))) ,lasegundaigualdad por a).(El simbolo §; vale 1 si i=j, y vale 0
sii #j)

d). Por definicion, S es invariante por T sii T (S) = S ; pero como, en particular, T es inversible,
dim(T(S) )= dim(S), con lo cual vale (T(S))=S.

Para probar que T (S*) = S* alcanza probar que S* es invariante por T, pues entonces se aplica la
primera conclusion a S*. Para cualesquiera z € S*, x € Svale que (z,x) =0,y por a),
entonces que (T(z), T(x) ) = 0. Como todo vector de S es de la forma T(x) para algin x de S, esto
permite comprobar que T(z) es ortogonal a todo vector de Sy , por lo tanto, T(z) esta en S*.

Sélo es preciso cambiar T por ", ninguna modificacién en el resto.

Para probar que Cgig; €S Unitaria basta ver que sus columnas son ortonormales. Para ésto, calcular
H - - T

(col  (Cgig2), col j (Cgig)) sabiendo que col ; (Caigz) = [V il B2 = ((U,Vi), (U2,Vi), -..,(Un, Vi) .

Justificar, detallar, completar!. También pruébese el resultado reciproco: para cualquier P unitaria
existen BON B;, B, tal que P es la matriz de pasaje entre ellas.

a. Si P es la matriz de pasaje de B’ aBes [T]g: =P [T]s P> = P [T]s P", con la segunda igualdad
por Ej. 7. y de alli el resultado por el Ej. 4.b).

b. Es inmediato. (explicar).

Puede proponerse (explicitar) una rotacién segln un eje ortogonal a S o una simetria respecto de S
(¢ pueden proponerse otras?)

Ambas son del tipo T(x) = Px con P ortogonal (;por qué?), luego se aplica el Ej. 5.

Se trata de un calculo de rutina, lo importante es observar que se verifica el Ej. 12.
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Si LeK esautovalor de P, x su correspondiente autovector asociado, resulta que x # 0 tal que Px
= A X; porej.5.a)es|x|=IPx|| = ||Ax|| = || ||| de donde (¢por qué?) es |A| = 1. Si ahora también
es 'y es autovector de P asociado a p (= 1),y #0 tal que Py =y ; se tiene entonces que ( X,V )

=(Px,Py)= (M, ny)=A4 p(x,y)=@/r)(x,y)=> [1-(u/A)](x,y)=0,de
donde es x L y ( Para la justificacion: la primera igualdad por €j.5.a), la segunda por hipétesis, la
tercera por axiomas (¢,cuales?) de p.i., la cuarta por ser 1 el médulo de A (ampliar esta
justificacion), la conclusion por ser p = A)

Esto prueba que asociados a dos autovalores distintos los correspondientes autovectores de una
matriz unitaria son ortogonales; ¢prueba también que asociados a n autovalores distintos dos a dos
son ortogonales los correspondientes autovectores?.

Indicamos los autovalores ( 'y de alli la matriz diagonal) y los autoespacios asociados ( 'y de alli
cémo construir la matriz P cuidando la normalizacion) en cada caso.

D=2 k=4, =gen{(1-1)"}, S, =gen{(1 1) };

ii)A=2 A=521=-2},S1=gen{(121)"}, S, =gen{(111)"}, S;=gen {(10-1)" };

i) A, =25, 2,=3,13=-50,S;=gen{(4-30)"},S,=gen {(340)" },S;=gen {(001)" };
ilv)o}il)Tz}%(doble), X2 =3 (doble),S;=gen {(10 -10)", (0 1 0-1)"},S,=gen{(10 10)", (0
). 2a=1 %=-1,S=gen{(1)"}, S;=gen{(i )" };

ii)A=0, ,=2,23=1,S;=gen{(1i0)"},S,=gen {(i10)"},S;=gen {(001)" };

D). M=1+iQ, A=1-i,S;=gen{(-11)"}, S, =gen {(1 )" };

ii). A =0, Ao=—i,23=1,S1=gen{(-1i0)"}, S, =gen {(1i0)" }, S;=gen {(001)" }:
a).V(puesA=PDAP ' =(PDAP") =AT):

b). F ( A =1, es simétrica con Unico autovalor 1);
c). V;

d). F (ver Ej. 15);

e) V(puesA=PDoP"=(PDsP" ) =A");
f)  V(pues A=P DpP"= A=P (Dn) *P");

). V (pues A =P (Dp) ™ PH).
Proponer dos matrices hermiticas que no conmuten. (¢qué sucede si conmutan?).
B"B=B"(B")"=B"B)";BB"=(B""B"=BB""; B"AB=B"A"B=(B"AB)".

a) Los autovalores de A son A, =i, A, =—i, y los autoespacios S; = gen {(1i)" },
S=gen{(i)"}

OA"=(@C)=-ict'=-i(-C)=iC=A

d) ComoA=PDaP" resultaC=—-i A=—iP DsP"= P(-iDp)P"= PDcP".
e) Sinesimpar, de C=—C" resulta det (C) = — det (C ), de donde det (C ) = 0.
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La simetria de A exige que sus autovalores sean A, = -1, X, = 2 (doble) , y sus subespacios
propios S; =gen {(111)"}, S, =[ S1 1" ; y de allf resulta A.

Debe obtenerse el restante autovalor de A (que debe ser real, pues A es hermitica) y como se sabe
que 0 es autovalor de B, algtin autovalor p de A debe satisfacer ( ver ej. 18, TP5) pl—p?+p—-1=
0=(u-1) (u?+ 1) lo que s6lo es posible con p = 1; de modo que los autovalores de A son p =1,
A =2 (doble), restando elegir S, y S, =[S, T, los correspondientes autoespacios, manteniendo la
restriccion de que S resulte invariante por A. Una posibilidad es asignar S, =S =
gen{vi=(10-1)", v, =(1-2i1)"} S, =[S, 1" =gen{ vs=(1i1)"} lo que origina una matriz A;
otra podria ser asignar S, =gen {vy, Vs }, S, =[S, I+ = gen{ v, } conduciendo a una matriz A’.

5 i -1 11 -2i -1

A:1 -1 5 —-il; A':l 2i 8 2i
3 . 6 .

-1 1 5 -1 -21 11

En todos los casos es A e R?*? simétrica con elementos a;; dados por i). a;; = 10, ;5 = a1 = - 3,
ar0=-3; ii).a11:5,a12:a21: 3/2,3.22:0; iii)-a11:0;a12:a21:1/21a22:0'

A e R**3 simétrica con elementos a;; dados por i). ;1 =0, 8= 8,1 =2,82,=0,833=0, ;3=
a31=3, &= a3, =4 i) a1 =8, a12=a1=-3,822=7,833=-3, 3= 31 =2, 83= a3, = —
1; dii).a;n =1, a,=a1=0,a,,=0,a33=1,a13=a31=—-%, @3 =a3, = 0.

Llamamos A a la matriz (simétrica) de la forma cuadrética, y P a la que tiene por columnas una
BON de R? formada con autovectores de A. Para obtener la diagonalizacion de la forma
cuadratica hacemos: x" Ax = (Py)" A(Py)=y" (PTAP)y =y ' DAy, ysiendo A, A, los
autovalores de A, la forma se expresa asi: y' Day = A1 (Y1)* + A (¥2)® La curva de nivel k es el
conjunto Ce={(y1,¥2) R M (y)® + A2 (Y2’ =k}

Q). =6, A,,=—4,S;=gen{vi= (11"} S;=gen{v,=(-11)"}; 6 (y1)* —4 (y,)*; en cuanto
a las curvas de nivel, resultan ser hipérbolas, con centro en el origen, que cortan el eje y; en los
puntos (= 4/ K/6 0)"sikes positivo, o al ejey, (0 * 5./ —K )" sikes negativo. En el
caso k=0, resultan ser un par de rectas.

b). M=2, A=7,S1=gen{vi= (21)"},S,=gen{v,=(-12)"}; 2 (y1)* +7 (y,)*; en cuanto
a las curvas de nivel, para k=0, es Co = (0 0)" y en el caso, k positivo, elipses centradas en C, de
ejes definidos por segin S, , S, tales que las longitudes de los “radios” mayor (sobre S; )y menor s

(sobre S,) son de valor vk /2 (Vk/7).

f) =0 A%=2,S=gen{v;= (1-1)"} S, =gen{v,=(11)"}; 2 (y,)?; en cuanto a las
curvas de nivel, Co=S;,y el par de rectas paralelas a Cy a distancia +/k / 2 si k es positivo.

g) Ambos autovalores negativos, las curvas de nivel son elipses en el caso k negativo.

(en cada caso construir la matriz P de la transformacion ortogonal x = P y de tal modo que
represente una rotacion del sistema de referencia (det P = 1) e identificar su intensidad «)

Llamando A a la matriz (simétrica) de la forma cuadratica, P a la matriz que tiene por columnas
una BON de R® formada con autovectores de A, para diagonalizar la forma cuadratica hacemos:
x"Ax=(Py)" A(Py)=y" (PTAP)y =y  Day =241 (Y1)’ + X2 (Y2)* + A3 (Va)* siendo hy, Az, As
los autovalores de A

AM=3 A=6,1=9,S=gen{v;i= (-221)"},S;=gen{v,=(212)"};Ss=gen{vs=(1
2-2)" 13 (y)? +6 (y2)* + 9 (v9)>

b) A% =0, ,,=2,43=5,S;=gen{v;= (01-1)"},S,=gen{v,=(2-1-1)"}; S;=gen { vs
=(111)"}2 ()’ + 5 (va)
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c) A =-7% (doble), A,=1,S;=gen{v;= (1-10)",v,=(10-1)"}, S, =gen{vs=(111)"};
Yo (y)? =Y (y2) + (va)’.

Conviene probar algo un poco mas general que este ejemplo particular: para toda forma
cuadrética definida en K" por f(x) = x" A x (con A hermitica) es, para cualquier x,

Amin(A) [IX|I? < f(X) < Amax(A) |IX||* (Prueba: Siendo A hermitica sus autovalores son reales, de
modo que podemos ordenarlos asi: Admin (A) = Ay <Ay < ... <Ay = Amax (A), Y siendo ademas A
unitariamente diagonalizable existe P unitaria tal que P A P es diagonal; de modo que, con la
transformacion x=Py, la forma cuadrética es ahora x" A x = (Py)"A(Py) =y" (P AP)y =y" D4
y =2 Xilyil® y como ahora es claro que Ami (A) Iyl < £ A IVil* < Amax (A) llyll° y adems [Ix]| =
livll ( pues P es unitaria), resulta que Amin (A) |X|[> < f(X) < Amax (A) |X||, como se afirmé). Ahora
el ejercicio es trivial, véase que los autovalores de A son -1y 1.

Primero ver que si A1y A, verifican que A; + A,>0 y A1 A,>0, ésto es equivalente a A; >0 y A,>0.
Luego considerar: A es definida positiva <> traza (A)>0 y det(A)>0 <> a;1+8,,>0 Y a1185,-a1,>>0.
Ver que estas dos Gltimas desigualdades se cumplen simultaneamente si, y solo si, a;;>0 y ajjaz-

2
a;p>0.

Es el ejercicio 9 del TP2.

Basta analizar si la matriz que lo define es definida positiva.; a). Si, pues sus autovalores son

{2 T \/E} b). Si; ¢). Si, sus autovalores son 1, 7, 13. (graficar indicando ejes e intensidad de la
rotacion)

Observar que la matriz del p.i es hermitica y definida positiva.

Hacemos la prueba en K™*" reemplazando " por "' ; en primer lugar es claro que G" = (B"B)" =

G: Vx e K™ setiene que x" G x = x" (B"B) x =(x" B") (Bx) = (Bx)" (Bx) = || Bx |[* >0,
luego G es semidefinida positiva; por otra parte es X G x =0 <> Bx = 0 de modo que si las
columnas de B son L.i. se tendra que necesariamente x = 0, resultando G definida positiva.
Observacién: también es valido un resultado reciproco: Si una matriz G es definida positiva
existe una matriz regular B tal que G = B"B, pues dado que G = P DgP" con P unitariay

autovalores en Dg positivos (¢por qué?), notando /D a la matriz diagonal que sobre la
diagonal tiene las raices cuadradas de los elementos de la diagonal de Dg , se tiene el resultado
haciendo B = \/E P" puesto que G = P DgP" = (\/D_G pHH (\/D_G P™) siendo B regular
(¢por qué?)

Una parte no es mas que un trivial corolario de la prueba asentada en el ejercicio 26, cuando se
reemplaza || x|| por k; en cuanto a la localizacion del maximo (minimo), basta ver que se alcanza la
cota superior (inferior) en cualquier autovector del autoespacio asociado al autovalor max (min),
mientras su norma sea k. En efecto: si u es un tal autovector asociado al autovalor méximo, u"Au
= UM Anax U = Amax ||Ul® = = Amax K. Para una forma cuadratica f (x) = x" A x se tiene el resultado:
el minimo (maximo) de f (x) sujeto a ||x|| = k es k*Amin (A) (K* Anax(A)) y se alcanza en

Xinin = { X & Smin = X =k} Kimax = { X & Smax : |[X|| =k} . Asi resulta:

258, [F ()] =6 €0 % — ﬁ [F (o = 4 n % — [_1J
a. [f(X)]mx=6en<t— JF)]min=—4en <+ —
NAAW! NAW!
250, [F ()T = 7 o0 1+ (_j [f (o = 20 4 — (ZJ
. X)max = (€N s T —— s X)Imin=4€N § T ——
502 V51
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33.

34.

35.

@} [F (lmin =0 e {J_r % (—11}

25¢. [f (X)]max =2 €n {i

S

1 -2
1 1
26a. [f (X)]méx =9en<=* 5 2 ) [f (X)]min =3en<* 5 2
-2
1 ! 1
26b. [f (X)]mx=5en <t —|1|¢, . [FX)]mn=0en st —| 1 |}26c. [f (X)]max = 1 €N
\/5 1 V2 -1

1
16, [FOOImin=—% en{x eR®: x;+ Xp+Xx3 =0 A ||x||2 =13}
1

Si aplicamos la sugerencia ( el cambio de variables existe pues B es definida positiva), haciendo

300
la sustitucion x=Hu,con H =| 0 3 0|, larestriccién queda expresada u'u=1y la forma es
0 01

ahorau™ (H" A H) u, problema en todo idéntico al anterior, de modo que aplicamos sus resultados
alamatrizH" A H y de alli queda

3 3
[f ()]mex = =9 €n + Ll [f (X)]min = =27 €N PR
max —\/E O ) min —_ 2 O

Observacién: un eshozo de la sugerencia en general : 7S ortogonal tal que B = S 'Dg S con los
autovalores de B positivos, luego puede escribirse B= S 4/ Dg; 4/Dg S, yllamando H =

ST (+/Dg )_l se ve de inmediato que x = H u transforma la restriccién en || u ||*~k* y la forma

enu’ (H'AH) u, problema que se reduce al del ejercicio anterior, puesto que (probarlo) H'AH es
simétrica.

2
Se aplica directamente lo dicho en el problema anterior y resulta [f (X)]max =4 €n {i [\/_J} ,

NA

[f )]min=4/3en = 2/3 . Observacion: dada que la forma a extremar no
—-+2/3

es sino el cuadrado de la distancia al origen, y la restriccion es la ecuacion de una elipse, el
problema puede resolverse geométricamente.

Se trata del mismo tipo de problema que venimos tratando en los dos anteriores; dado que se pide
extremar la distancia, basta tener presente que el méximo (minimo) se alcanza en los puntos de la
elipse pertenecientes al autoespacio asociado al autovalor minimo (maximo) y es

Qnax = 1/ [ Ay » Gmin = 17 4/ Ay -
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V30/6 42/ 42
dlnec = Len <%  Flen= VAT en {% .
o en{ (@/6 n ol "1 V21042

Recordamos que dada A € K"*™ de rango r existe una DVS de A, esto es, una matriz unitariaV e
K™ ™ una matrizZ eR™*™ con elementos nulos excepto los primeros r de la “diagonal principal”
que son estrictamente mayores que cero, y una matriz unitariaU € K"*" talesque A=UZX
V. (es usual ordenar los elementos no nulos de la “diagonal” de = de mayor a menor)

o296

i (1 i]_(llﬁ 1/&}(2 OJ[l/\/E i/ﬁ}
i —1)7lisvz —invz)lo olluvz —iry2

) (2 —1}_(1/\/5 —2/@}(3 oj(zu/ﬁ 1/\/§J
2 2) (2146 1145 JL0 2){-1/45 2/45

3J10 0 |25 B

0 J10l|| ° 5
J5 —25

0o o0 || X2 =2

5 5

2
0

%lom‘ﬁ

o —~ O

V2

2

~|

d. A=

1142 1142 0

3 2 2 500
N (z ; ZHljﬁ 1’/@](0 : OJ S 15 47408
L~z -1iv2 -2/3 2/3 1/3

Se aplica el resultado del ejercicio 32 a la matriz A™A, pues || T(x) ||* = (Ax) ™ (Ax) =

x" (A™ A) x, luego el maximo (minimo) valor de || T(x) ||® restringido a || x || = 1 es el maximo
(minimo) autovalor de A" A (Y entonces, por definicién de valores singulares, el méximo
(minimo) valor de || T(X) || restringido a || X || = 1 es el méximo (minimo) valor singular de A)y
se alcanza en los vectores de norma 1 del correspondiente autoespacio. (si se tiene una DVS de A
tales autovectores se observan en las columnas de V, ver g]. 36). Asi resulta que el maximo

(minimo) es el valor /12 (\/E) y sealcanzaen £1/~/2 @ 1) (il/ V2 @ -1 )

(Resulta importante retener el resultado: EI maximo de || T(xX)|| restringidoa || x || = 1 es el
maximo valor singular de A ; tal nimero es una norma de T, esto es, se define ||T ||, = maximo
valor singular de A).

Efectuamos la prueba en K"*™: observamos que en la descomposicion A= U £ V" es
"% e K™ ™ yna matriz diagonal, y también lo es =" € K"*", y que en cualquier caso es =" =
*". Justificar cada igualdad en lo que sigue, detallar, explicar.

a). At=[Uz V"=V UM (observar como queda ordenada la diagonal de ™)

b). | det A| = |det (U )| |[det(Z )] |det(VH)| = Hi”:l O i . Recordar que |[det (U)|=1= |det(VH)| pues
son matrices unitarias.
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40.
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c). Porunalado, A"AV =V E"U"UZVV=VE'2 ViV =Vi"S esdecir A"Avi=(0)?
Vi, siendo v; la i-ésima columna de V. Porotro, AA"U=UzV"'vzHtU"=uzzutu=uzx
¥ es decir que si u; es la i-ésima columna de U se tiene A"Aui= (o )% u;.

d). A=UZX V" esunaDVSde Asii A" =V 2" U"esunaDVSde A"y es claro que
r(2)=r(="). (En particular son iguales los maximos méximos valores singulares, luego || A ||,
= || A" ||, , segun observacion del ejercicio 37).

e). Siv es autovector de A también lo es de A"A =A% 0sea, vesnonuloy Av=av y A"Av =
A’v=22v.Luego (;por qué?), luego o =vA> = 1

f.G=A"A =v =" U"UZ V"=V "3 V" esuna DVS de G, siendo entonces r (G) = r (2 %)
=r (Z)= r(A),ydealli G esinversible “r @) =r(A)=m.

g) A=UZV" entonces PA=PUZ V"= (PU)ZV"=U’z V" con U’ = PU matriz unitaria

(¢por qué?). Para el otro punto, A= U X V" entonces AP=UXZV'P=UZ (V'P)=UZ
V' con V'’ = VP matriz unitaria (¢por qué?).

25 20

1ol 2
0. Al—| 5 5 |3 5 5
V5 o-251g 1ll25 -5
5 5 21l 5 5

/S
D 5
0 2\@4 - Y 0

o w
NN

NG

Siendo A=U X V" unaDVSde Ao A=U,D V," una DVS reducida de A, basta hacer A* =V £*
U"=Vv, DU,y con ello la solucién de norma minima por minimos cuadrados de Ax=b es X =

7 2 1
A'b.Resulta A" = i 2 7 | x= 1 — 1. (observar que la solucién pertenece a
10 -10 4

fil(A) ).

Se quiere ver que A" = (A" A)™ A" coincide con A*=V 2* U" =V, D*U" cuando A=U 3z V"
con X de rango m es una DVS de A o bien A = U, D V," es una DVS reducida de A. Aqui vale que
V=V (r=m=rango de A) Luego, A*=(A" A" A" = (vDU,"u,DV") *vDU" =
vDVvHvDuH = vDlu = A%

El rango de A es sencillamente el nimero de valores singulares no nulos, de donde rg (A) = 2. Por
otra parte, sabemos que la matriz de proyeccion sobre el espacio columna de A es

AA* = U, U, (siendo A = U,DV," una DVS reducida de A); también, que el espacio nulo de A es
el complemento ortogonal de su espacio fila, y como el espacio fila de A es el espacio columna de
AT es claro que la matriz de proyeccion sobre el espacio fila de A es V,V,"; de modo que,
finalmente, la matriz de proyeccion sobre el espacio nulo de A es |4 — V,V,". El resto del ejercicio
es trivial o ya conocido(observar que nunca se necesita, ni conviene, calcular A para responder las
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44,

45,

preguntas).

Jrot Jr -2t . J6 1242 6
I:)COL(A):E 020 ’PNUL(A):E -2 4 -2 ,A+=E J6 0 J6
101 1 -2 1 J6 —122 6

1 1/6

El méaximo de ||Ax|| es 2, en ig 11} ; el minimo de ||Ax|| es 0 en iﬁ -1/3

1 1/6

La descomposicidn esta practicamente lograda, sélo que las columnas de la primera matriz, siendo
ortogonales, no son de norma 1, por lo que las dividimos por su norma ( j y multiplicamos la
correspondiente fila de la matriz siguiente, pues no podemos alterar A!) y asi tenemos una DVS
de A, A=UZ V'

V3 —2/6 0 [z 0 1[¥2 V2 R
A=1/3 1/V6  1/42 0 26 \% 35 ;deahies A’ =VX U unaDVS
V3 146 -1N2f[ 0 0 )= —=

de AT, mientras que la matriz de proyeccion sobre col AT debe ser la identidad (¢por qué?),
mientras que la de proyeccion sobre Nul(A") = [col A ]* es, naturalmente, |4 -U,U,", y finalmente,
A" =V " U =V,DW, resultando:

— —_ B [2 7
0 0 O 0 6
b 1o 1 1 At - J2 2
NUL(AT) — 2 2 “ | 8 24
o -+ 1 N2 N2
L 2 2 8 24 |

a). V puessi B =P" AP con P ortogonal y se considerauna DVSde A, A=U X V' es
B=P'UZV'P=(P'U) = (P"V)" una DVS de B ya que (probarlo) P'U y PV son unitarias; b).

F pues A = [0 J y la ldentidad tienen los mismos autovalores pero diferentes valores

singulares; c). F, témese A =(-1); d). V, pues en tal caso ATA = A% de modo que si A es
autovalor de A, A?loesde ATA, yasic=|L|

Si A es autovalor de A, existe v unitario tal que v' AT A v = |JAv|[>= A% |Iv|* = A?; por otra parte,

sabemos que, sujeto ax'x = 1, 85 Amin(ATA) < X" ATAX < Anax(ATA) y de alli el resultado (detallar
el “de ahi el resultado™)



