ALGEBRA 1. FIUBA
Segundo cuatrimestre de 2004

Sugerencias paralaresolucion del trabajo practico N° 1
(por Fernando Acero con la colaboracion de Ada Cammilleri)

1. Basta verificar laaxiomética de espacio vectoria; asi por gemplo, para € eemento neutro dela
suma, notado aqui g, setiene X+ e=(Xy+ ey, Xo+ €, ..., X+ €,) = ( €1+ Xy, &+ Xy, ..y €7F X)) =
ze+X=X=(Xy, X2, ..., X,) dedondex;+e; =x;, sendo entoncese; =0 paratodoi, luego es
e=0,=(0,0,...,0); laprimeraiguadad se da por ladefinicion de sumaen V, la segunda por la
conmutatividad de lasumaen el cuerpo, laterceracomo laprimera. Asi quedaverificado quee=
=0, satisface: $el Vta que" x| V:x+e= e+x=x. Laverificacion anterior eslamismaya
setratedeR' oC".

2. Si.

3. Basta verificar |aaxiomética de espacio vectorial; en particular lamatriz nula esel elemento
neutro paralasumay e opuesto deunamatriz A= (&) eslamatriz - A=(- ;).

4, Idem; en particular e polinomio nulo es el neutro, mientras que el opuesto de un polinomio es €l
gueresultade cambiar el signo asus coeficientes.

5. Idem anterior (aceptando conocido que es continua la sumade funciones que son continuas en un
dominio cominy €l producto de unafuncién continua por un escalar)

6. Esclaro que unacondicién necesariaesb = ORp UES es preciso que €l neutro ORq pertenezcaa

S; lo que en realidad debemos analizar es si también es una condicién suficiente, estoessi S={ x
T R¥: Ax=0} esun subespacio deR Yasabemos que & neutro pertenecea S, ahora” al R,
" x,yl SseverificaqueA (ax+y)=aAx+ Ay =a 0+0=0,0enotrostérminos, a x +y
T Sy por lotanto efectivamente es S un subespacio deR% (Aclaramos que lacondiciona x +y
T s,mal R," x,yl Sesequivalenteax+yl S, " x,yl S, yaxi S" al R" x1
S

(El subespacio S aqui definido recibe el nombre de subespacio nulo de la matriz A y suele designarse
como Nul (A), su dimension se llama nulidad. Suponemos conocido de cursos previos € siguiente
resultado: lasumadel rangoy la nulidad de una matrizesigual al nimero de columnas.)

7. a, b son subespacios, ¢ nolo es (el neutro de R* no pertenecea s).

8. Como P, 1 P y contienea polinomio nulo, bastaraver quea p + q perteneceaP, si p y q
pertenecen aP,, con cualquier escalar a. Pero esto Ultimo es cierto dado que lasumade dos
polinomios es un polinomio cuyo grado no superael maximo de los grados de los polinomios
sumandos o bien es €l polinomio nulo, y 1o mismo ocurre con € producto de un polinomio por una
constante.

9. aNo,puessi(0,0,0)1 Sdeberia ser r= —1=0(Absurdo); luego(0,0,0)T S.

b.No, pues (1,21 Sy (-1,-2)1 S
a 00 a® 00
c. No, pueslas matrices A= g I B= g Ipertenecen aS, mientrasque A + B no.
0 Ogh 0 1y



10.

11.

d. Si.
e Si.
f. No, puesh(x) v 1 perteneceaS, mientrasqueh +h no

Es claro que si uno de los subespacios esta contenido en € otro, la union esun subespacio
(precisamente, el subespacio continente), o dicho de otro modo lainclusién esuna condicion
suficiente para que la union de subespaci os también resulte un subespacio. Nada de esto pregunta
el gercicio, sino que pide una condicion necesaria; pues bien, se afirmaque lacondicion de
inclusion también es necesaria, esto es que se debe probar que, siendo S, y S, subespaciosdeV
ta que S, E S, esun subespaciodeV b (S;1 S)U(S] S).

SiesS|l S, yaestaprobado; uego supongamos que S,E S,, y queremos ver que entonces se
verificaS,l S,. Paraesto, seav un vector arbitrario de S, y tomemos un vector u que pertenezcaa
S, perono aS, (el que existe pues S,E S,). Como por hipdtesis S, E S, es subespacio de V, resulta
queu+vi S E S,, esdecir pertenece aaguno de ellos( en este caso, no aambos). Pero no
puede pertenecer aS, puessi u+v=z1 S,, resultariaqueu=z-vi S, (pueszyv pertenecen
al subespacio S, ) contralo supuesto parau; luego debe pertenecer aS;, esdeciru+v=z1 S,y
entoncesv=z-ul S, (pueszy u pertenecen a subespacio S, ) dedonderesultaS, 1 S;, lo que
concluye la prueba.

Si, pues{vy, V» , V4 } esun conjuntol.i. (verificarlo).

(Aqui utilizamos dos resultados 1) S un conjunto genera un subespacio y se extrae detal conjunto un
vector quees cl .delosrestantes, el conjunto resultante genera el mismo subespacio. 2) un conjuntol.i.
de n vectores de un espacio vectorial n-dimensional esbase del mismo.)

12.

Noexistek T R que satisfagalo pedido.

(Resolver el mismo gjercicio considerando los vectoresen CPy el pardmetroen C. (Rta: k=i, k=-i).)

13.

14.

15.

16.

17.

18.

a Esli en C? como R-espacio, Id como C-espacio (ver que (i, -1) =i (1, i)).
b.yd. li.,c.yeld.

1:n;2:2n; 3:pq; 4y 5:nofinita; 6:q —rango (A); 7a 1; 7b:n-r;8:n+ 1;9d:3; 9e: no
finita. Justificamos alguna de | as afirmaciones, por gemplo ladel 9d, estoesquesi S={ p1 Ps:
p(1) =p(2) } entoncesdim (S) = 3, paralo que debemos exhibir un conjunto de tres polinomios en
Sque, siendo l.i., o genere. Proponemos el conjunto B ={ 1, (t-1) (t-2), (t-1)? (t-2)} ; probar ahora
gque B queesunabasede S.

En particular, lo que debe probarse implica que C* como C espacio vectoria ti ene dimensién 2 (lo
que es facil ver probando queBc ={ (1, 0), (0, 1)} esunabase) mientras que C? como R espacio
vectorial tienedimension 4 (lo queesfacn ver probando queBgr ={ (1, 0), (0, 1), (i, 0), (0, )} es
una base). Sugerimos probar esta afirmacion y general izar luego.

aB= {(0010) (3,1,0, 5)} b.B={1,t(t-1), t* (t-1)}.

c. B ={1-2t, 1-3t% 1-4, 1-5t*; d. Es un conjunto de 6 matrices

las tres primeras matrices, por ggemplo, yaque son |.i.

i) {(1,-1,5),(-4,2,-6)} es base de col (A);{ (2,5,2,0),(-5-3,0,1)} esbasedeNul(A);{(1,-4,9,-7),(-1,2,-

4.1)} esbase defil(A);{(2,7,1)} esbase deNul(A);

i) las tres columnas de A forman base de col (A); Nul(A)={ (0,0,0)}; cualquier base de R® es base

defil(A); {(-20,-17,-5,1)} esbase deNul(A");

|||2 ambas filas forman base defil(A); {(1,-3,0,2),(2,2,1,0)} esbase deNul(A); labase candnicade
es base de col(A); Nul(A")={ (0,0)}



19.

20.

21.

22.

23.

a)observar la expresion de Ax y ladefinicion de col (A);

b)recordar que cuando se escribe un vector como c. I. de un conjuntol.i., los coeficientes de tal
combinacion son Unicos;

¢) usar b) dado que rango (A)=dim(col(A));

d) considerar ¢) en d caso b=0;

e)teniendo en cuenta @), Ax=b tiene solucién paratodo b es equivalente aque col (A)=K";

f) considerar a), tener en cuentaque siemprerg(A) £rg( A)y e hecho quesi b | col(A) entonces
rg(A)<rg(A)

SegUin la observacion col (BA)=gen{ Buy,...Bu,,} . Como ademés, Bu,| col(B) ( por definicion de
espacio columna), resulta que las combinaciones lineales de { Bu,,...Bu,} también pertenecen a

col(B) (yaque esun subespacio) con lo cual gen{ Buy,...Bu,} | col(B)

Pararesolver €l gercicio se puede considerar que siendo B, un conjunto generador de S; y B, un

conjunto generador de S,, entonces resulta B, E B, es un conjunto generador de Si+S,, y de alli
extraer unabase. Para calcular lainterseccion entre los subespacios, plantear que buscamaos

vectoresv talesque v=a (1120)' + b (203-1)" (puestienen que estar en S;) que verifican la
condicién X, +x,+X5+x,=0 (pues también son elementos de S, ) resultando & = - b con lo cual
v=b(1,-1,1,-1).

Otraformaconsisteen usar larelaciondim (S, +S)) = dim(S,) + dim(S,) —dim(S.C S)). Como es
inmediato ver quedim (S;) =2y dim(S,) =3, sepuede observar que no puede suceder quedim
(S. C S, ) sea0 (pues sucederia que dentro de R* existe un subespacio dedim 5) y tampoco puede
suceder quedim (S, C S;) seamayor oigua que2 (puesS,CS, 1 Sy SSES;) conlocua
necesariamentedim (S, C S, ) =1. Luego S, + S, = R*; con tales conclusiones una base dela

suma puede ser lacanénicade R*, mientras que de lainterseccion puede ser el conjunto
{(1,-1,1,-1)}.

Larelacionesdim( S, +S) = dim(S,) + dim(S,) —dim(S,C S,). Sujustificacion esla prueba
completa de ese teorema (su demostracion se encuentra en varios de los textos sugeridos en la
bibliografia). Observamos que debe ser, desde luego, dim (V) 3 dim( S, +S,) = dim(S)) + dim(S,)
—-dim(S,C $)° 0.

Lo probamos en R™" directamente (con prueba véida también en C™"), pues cualquieraseala
matrizA T R™" que se considere severificaque A =% (A +A") + % (A — AT) y llamando A

= % (A +A") sevedeinmediato que A;" = A;, mientrasquecon A, = %2 ( A — AT) seobserva
queA,” = —A,, esdecir que Al S, mientrasque Al S,, lo que pruebaqueR™ =S, +S,; ahora
bien s unamatriz A pertenece ala interseccion debe cumplir A =A" =— A (con laprimera
igualdad por pertenecer aS; mientras que la segunda por pertenecer aS, ) y deali eslamatriz
nula, demodo que S, C S, =0y y por lo tanto se hallan en suma directa (pueslainteseccion es el
subespacio nulo), que con lo anterior permite escribirR™" =S, A'S,

(Como un corolario, demostrar quedim (S) =% n(n+1), dim (S) =%n(n-1) , gemplificar.)

24.

25.

i)la suma es directa y una base es la union de las bases de los subespacios ; ii) la suma no es
directay unabase es{(1,1,2,0,1),(2,0,3,0,-1),(-1,0,-2,1,1)}

Esobvio que B={v,,v,,...\v} genera S;+S,+S;.(en e caso de tener una suma entre dos subespacios
observamos que la unién de conjuntos generadores de tal es subespacios es un conjunto generador
de la suma entre €ellos; esta observacion se puede extender a caso de tener una suma entre una
cantidad finita de subespacios)
Probemos primero quesi B es base entonces la suma es directa
Para esto, de acuerdo con la definicion de suma directa, consideremos X S+S+S; tal que
X=S+5+5=S 1+ ,+S 3y veamos que S;=S' 1, =S 2, $=S 3.
Resulta entonces que 0y=5,-S 1 +5,-S »+55°S 3.
Como s;-S'; esunac.l. de {vy,\}, S-S, esunac.l. de {vs,Vs,V5}, ¥ S-S 3 esuna cl. de {vg, v}
podemos expresar a vector nulo como c.l. de B, pero como B es l.i., necesariamente los



26.

27.

coeficientes de tal combinacion son nulos, resultando s-s' =0y para cada i=1,2,3 ,con los cua
s=s; paracadai=1,2,3.

Probemos ahora que si la suma es directa entonces B esl.i.

De acuerdo con la definicidn de independencialineal planteamos una combinacién lineal con los
elementos de B igualada al vector nulo: ayvy+apVo+asVatagVy+aVs+asVs+ayv,=0y. (*)

Agrupando asi (aVi+apV, )+(3VstagVst+asVs)+(aVstayV,)=0y podemos considerar 0,=s;+S,+S;
(sl S); por la unicidad de la escritura, como trivialmente, Q,=0,+0,+0y resulta s=0, para
i=1,2,3.

Como {vy,Vo} { Va,Va,V5} Y{ V6,V7} son conjuntos |.i. resulta que todos los escalares en (*) son
nulos.

acg(v)=(012)":b.cg(v)=(c b-c ab)".

. g _ 9 S 3
ansv=agayv,,v=a b v, esav+bv =ag av, +bg b v, =
1 1 1 1

n
é (@a; +bb,)v, ydeaguiescg ( av+bv )=a cg(v) +bcg( V' ) por ladefinicion misma
1

decg.

2). Esclaro que cuaquieraseax = ( Xy, X, ..., X,) en K" ciertamente existe un vector v en V ta

n
o]

quecg (V) =x, esel vector V= XV, ,loquepruebalasobreyectividad; en cuanto ala
1

n n
inyectividad, supongamos que existen dos vectores V = é XV, V'= 601 Y; V; tdesquecg(v)
1 1

=cg(V'), pero entoncesesx; = y; paratodoi entre 1y n, pero esto es afirmar quev = V', lo que
prueba lainyectividad.

(1) y 2)dicenqueVy K" sonisomorfosy que lafuncion de coordenadas es un isomorfismo.)

28.

3) Probemos (lo queesequivalente) que{ u; } esldenV siiloes{ cg(u;) }enK" paralo que

. s o
vemos en primer lugar que{ u; } esldenVsii §j tal que U; = Q &;u; y entonces,
it
utilizando lo probado eni para justificar la segunda

o 0 .
igualdad: Cz (U ;) =Cg&q au; I = é a,Cg(U,) dedondef{ cg(u;)} esldenK"; s
it | g i

{ca(u)} IdenK" $j tal que Cz (U ;) Zé a,cg(u,),luego

it

cyt (cg(u;)) =c;' (é a,Cz(u,)) loquepor definicion deinversa, 1), 2) , queda

it

u; = é a;u; ,esdecir{u; } esldenV.
it
(Aqui se pruebaes que ladependencialineal es preservada por lafuncion de coordenadas, o en
otro lenguaje, puede estudiarse la dependencialineal de un conjunto reemplazandolo por € de sus
coordenadas en una base cualquiera.)

n
b). Paracualquier x = (X, Xz, ... X,) enK" esv =c;'(X) = 601 XV, .
1

Por g emplo, paraanalizar laindependencialineal delas matricesdel €.17 seandizala
independencialineal del conjunto de vectores de R* {(1,-1,-1,2)'(-1,2,3,1)",(2,-3,-3,2)",(1,1,1,6)"}
que representan las coordenadas de cada una de la matrices en base canénica.



29. Laquetienepor columnaj-ésima el j-ésimo vector de B.

30. Cgg =Cgp Cgp.

gez 0 -7/2% 8@. 116
w=¢l 13 2 £bCep=c0 1 2.
§2 2/3 9/2 0 0 1

31. aC



