TEMA #2: Relaciones de Recurrencia

Progresión Geométrica

Es una sucesión infinita de números donde el cociente de cualquier término (distinto del primero) entre su predecesor es una constante llamada razón común.

Relación de Recurrencia

Es una ecuación en donde para obtener el valor actual se depende de uno o más valores predecesores inmediatos a él.

an+1 + can = f(n), a0 = A, n ( 0

cnan + cn-1an-1 + cn-2an-2 = f(n), a0 = A1, a1 = A2, n ( 2

Condiciones Frontera o Iniciales

Son los valores iniciales que se necesitan para resolver la relación de recurrencia, se denotan como a0 o a1.

Primer Orden

Cuando la relación de recurrencia sólo depende de su predecesor inmediato, por ejemplo:

an+1 = 3an, a0 = 3, n ( 0

Lineal

Cuando cada término con subíndice de la relación de recurrencia aparece elevado a la primera potencia, por ejemplo:

an+1 = 3an, a0 = 3, n ( 0

Homogénea

Cuando f(n) = 0 para todo n ( N, por ejemplo:

an+1 = 3an ( an+1 - 3an = 0, a0 = 3, n ( 0

Coeficientes Constantes

Cuando cada término con subíndice de la relación de recurrencia está multiplicado por una constante, por ejemplo:

an+1 = 3an, a0 = 3, n ( 0

Segundo Orden

Cuando la relación de recurrencia depende de sus dos predecesores inmediatos, por ejemplo:

an = an-1 + 5an-2, a0 = 0, a1 = 1, n ( 2

No Lineal

Cuando algún término con subíndice de la relación de recurrencia aparece elevado a una potencia diferente a la primera potencia, por ejemplo:

an+12 = 3an2, a0 = 3, n ( 0

No Homogénea

Cuando f(n) ( 0 para todo n ( N, por ejemplo:

an+1 = 3an + n ( an+1 - 3an = n, a0 = 3, n ( 0

Coeficientes Variables

Cuando algún término con subíndice de la relación de recurrencia está multiplicado por una valor variable, por ejemplo:

an = nan-1, a0 = 1, n ( 1

Solución General

El valor de an es una función de n que no depende de los términos anteriores de la sucesión, una vez definido a0, que se obtiene a partir de la relación de recurrencia.

Transformación de una Relación de Recurrencia No Lineal a Lineal

Se puede transforma una relación de recurrencia no lineal a lineal para poder resolverla mediante una sustitución algebraica bn = an2. Ejemplo:

an+12 = 3an2, a0 = 3, n ( 0

bn+1 = 3bn, b0 = 9, n ( 0

Una vez hecho esto procedemos a resolverla como una relación de recurrencia lineal, para este ejemplo corresponde a de primer orden, homogénea y con coeficientes constantes. Después de resolverla sacamos raíz a cada número obtenido en la solución general para tener la solución general de la relación de recurrencia no lineal. Ejemplo:

bn = 9(3)n, b0 = 9, n ( 0

an = 3((3)n, a0 = 3, n ( 0

Solución General de las Relaciones de Recurrencia de Primer Orden, Lineales, Homogéneas y con Coeficientes Constantes

La solución general de la relación de recurrencia

an+1 = can, donde n ( 0,

c es una constante y a0 = A es única y está dada por

an = Acn, n ( 0.

Está última ecuación es una función discreta cuyo dominio es el conjunto N de los enteros no negativos.

Solución General de las Relaciones de Recurrencia de Segundo Orden, Lineales, Homogéneas y con Coeficientes Constantes

La solución general de la relación de recurrencia 

cnan + cn-1an-1 + cn-2an-2 = 0, donde n ( 2,

cn, cn-1, cn-2 son constantes diferentes de cero y tenemos a0 = A1, a1 = A2, realizamos lo siguiente:

· Sustituimos an = drn, donde c ( 0 y r ( 0. Obtendremos:

cndrn + cn-1drn-1 + cn-2drn-2 = 0.

· Sacamos factor común. Obtendremos una ecuación cuadrática llamada ecuación característica:

cnr2 + cn-1r1 + cn-2r = 0.

· Resolvemos la ecuación cuadrática y obtenemos las raíces de esa ecuación r1 y r2, estas son llamadas raíces características. Estas raíces pueden ser: números reales distintos, números reales iguales y números complejos conjugados, (sólo analizaremos los dos primeros casos).

· Si las raíces obtenidas son números reales distintos vamos formando la solución general de la siguiente manera:

an = c1(r1)n + c2(r2)n. 

· Si las raíces obtenidas son números reales iguales vamos formando la solución general de la siguiente manera:

an = c1(r1)n + c2n(r2)n. 

· Una vez teniendo este avance de la solución general con las condiciones iniciales formamos un sistema de ecuaciones y hallamos c1 y c2. Ejemplo:

a0 = c1(r1)0 + c2(r2)0 ( A1 = c1 + c2
a1 = c1(r1)1 + c2(r2)1 ( A2 = c1r1 + c2r2,


entonces tenemos el sistemas de ecuaciones:

A1 = c1 + c2
A2 = c1r1 + c2r2.

· Con los valores ya obtenidos de las raíces c1 y c2, y las constantes c1 y c2 obtenemos la solución general de la relación de recurrencia:

an = c1(r1)n + c2(r2)n ( Raíces distintas

an = c1(r1)n + c2n(r2)n ( Raíces iguales

Solución General de las Relaciones de Recurrencia de Primer o Segundo Orden, Lineales, No Homogéneas y con Coeficientes Constantes

La solución general de la relación de recurrencia 

dnan + dn-1an-1 + dn-2an-2 = f(n), donde n ( 2,

dn, dn-1, dn-2 son constantes diferentes de cero, f(n) ( 0 y tenemos a0 = A1, a1 = A2, se obtiene sumando la solución homogénea asociada (anh) y la solución particular (anp): 

an = anh + anp
Realizamos lo siguiente:

· Resolvemos la relación homogénea asociada como se conoce (sin sacar las constantes), pasos anteriormente dados, y así obtenemos la solución homogénea asociada (anh).

· Ahora iremos a obtener la solución particular. Lo primero es ver la función dada en f(n) y observamos la Tabla 1 para ver cual es la anp:

	f(n)
	anp

	c, constante
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A2n2 + A1n + A0
Atnt + At-1nt-1 + ... + A1n + A0
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rn (Atnt + At-1nt-1 + ... + A1n + A0)


Tabla 1

· Si anp contiene raíces distintas a las obtenidas en anh entonces pasamos al siguiente paso. Si contiene una raíz igual a las obtenidas en anh entonces anp = nanp y pasamos al siguiente paso. Si contiene dos raíces iguales a las obtenidas en anh entonces anp = n2anp y pasamos al siguiente paso.

· Obtenemos el valor de cada constante de la anp, o sea, las constantes At, At-1, ..., A1, A0, etc. Eso lo logramos sustituyendo cada término an de la relación de recurrencia dada por la anp y resolviendo la ecuación. Por ejemplo: f(n) = rn, por lo tanto anp = Arn, entonces se obtiene algo así:

cnArn + cn-1Arn-1 + cn-2Arn-2 = rn
· Con la solución homogénea asociada (anh) y la solución particular (anp) obtenidas ya tenemos la solución general de la relación de recurrencia:

an = anh + anp
· Sólo falta calcular los valores c1 y c2 (de la solución homogénea asociada), mediante un sistema de ecuaciones, sustituyendo con las condiciones iniciales dadas. Y con esto tenemos ya la solución general de la relación de recurrencia.

