Tema 3

Relaciones de recurrencia

3.1 Relaciones de recurrencia

Definicién 3.1.1. Una relacién de recurrencia para una sucesiéon {ag, a1, az,as,...} es una
férmula que expresa cada término a,, a partir de cierto ng € N, en funcién de uno o mas de
los términos que le preceden. Los valores de los términos necesarios para empezar a calcular
se llaman condiciones iniciales. Se dice que una sucesion es una solucién de la relacion de

recurrencia si su término general verifica dicha relacién.

Ejemplo 3.1.2. Ejemplos particulares de relaciones de recurrencia son las de las forma a,, =
an—1 + d (progresién aritmética), a, = ran—i (progresién geométrica). Sus soluciones son,
respectivamente, a, = ag + dn y a, = a,r".

Por otra parte uno de los ejemplos mas estudiados es la sucesiéon de Fibonacci que viene

dada por ap = a1 =1y ap = an_1 + an—2 para todo n > 2.

3.2 Relaciones de recurrencia lineales homogéneas

Siap, =ciap_1+ C2an_9- -+ cpan_m, para n > m, se dice que la relacién de recurrencia es

lineal homogénea de orden m.
Definicion 3.2.1. Llamaremos ecuacion caracteristica de la relacion de recurrencia

ap = C1Gp—1 + C20p—2
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a la ecuacién r° — ¢1r — ¢ = 0. A sus raices se les llama raices caracteristicas.

Teorema 3.2.2. Dada la relacion de recurrencia a, = ¢1Gn—1 + C2an_2 con ¢ # 0 # ca, se

verifica
i) « es raiz caracteristica si y solo si ap, = ™ es solucion de la relacion de recurrencia,

it) si a es raiz doble de la ecuacion caracteristica, entonces an, = na” es solucion de la

relacion de recurrencia,

iit) si T y S son soluciones de la relacion de recurrencia, entonces S+ T y kS también lo

son, para todo k € R.
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Teorema 3.2.3. Dada la relacion de recurrencia an = ¢1Gn—1 + C2Gn_2 con c1 # 0 # cy:

i) Si la ecuacion x% — c1x — ¢y = 0 tiene dos soluciones reales distintas o y 3 se tiene que

an, = Cra™ + Cy 8.

2

1 Si la ecuacion x° — cix — co = 0 tiene una solucion real doble o se tieme que a, =

(C1 + Can)a™.
C1 y Co se determinan a partir de las condiciones iniciales ag y aj.

Ejemplo 3.2.4. Para la sucesién de Fibonacci, aplicando el teorema anterior se obtiene que

1 (1+v5\ 1 (1-5

A, =
NAUE NAUE

Observacion 3.2.5. Todo lo anterior es generalizable a relaciones de recurrencia del tipo

Qp = C1Gp—1 + C20p—2 + ++ * CkAp—fk.

3.3 Relaciones de recurrencia lineales no homogéneas

Sian = c1an-1+c2an-2+ -+ Cman—m~+g(n), paran > m, se dice que la relacién de recurrencia
es lineal no homogénea de orden m. A la relacion a,, = c1ap—1+c2an_2 -+ - +Cmap_m, resultante

de eliminar g(n) se le llama relacién de recurrencia lineal homogénea asociada.

Proposicion 3.3.1. SiT y S son soluciones de la relacion de recurrencia lineal no homogénea,

entonces S — T es solucion de la relacion de recurrencia lineal homogénea asociada.
Observacion 3.3.2. Pasos para resolver una relacién de recurrencia lineal no homogénea:

e Se obtiene la solucion general de la ecuacién homogénea asociada.
e Se obtiene una solucion particular de la relacién de recurrencia no homogénea.

e Lasuma de la solucion general de la ecuacién lineal homogénea asociada y de una solucién
particular de la relacién de recurrencia lineal no homogénea nos da la soluciéon general

de la relacion de recurrencia lineal no homogénea.

e La solucién especifica se obtiene a partir de las condiciones iniciales.

Observacion 3.3.3. Una solucién particular (z,) de la relacién de recurrencia lineal no ho-

mogénea se puede encontrar en algunos casos especiales.

e Si g(n) = Px(n) (polinomio de grado k), entonces x, = Q(n) (polinomio de grado k),

excepto si 1 es rafz caracteristica con multiplicidad s, en cuyo caso x, = n*Qg(n).

e Sig(n) = pa™, p € R, entonces x,, = qa”, ¢ € R, excepto si a es raiz caracteristica con

multiplicidad s, en cuyo caso x, = qn’a™.

e Si g(n) = a"Pg(n), entonces z, = a"Q(n), excepto si a es raiz caracteristica con

multiplicidad s, en cuyo caso x,, = n*a"Q(n).



