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Definicion

La Logicaes el estudio del razonamiento, en particular, se analiza
razonamiento es correcto.

La Logica se centra en las relaciones entre los enunciados y no er
contenido de ellos.

Ejemplo

Es de mala educacion que un hombre tenga la cabeza cubierta er
recinto cerrado.

Hay un alumno en este aula con una gorra en la cabeza.

Conclusion
El alumno es un mal educado.
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Definicion

Unaproposicion es la minima unidad del lenguaje con contenido d
iInformacion sobre la que es posible pronunciarse con un verdader
con un falso. Cuando es cierta se le atribuye el valor [08ji6d/ v Si
es falsaD O F.

Las proposiciones mas sencillas posible se denondt@nicas y se
representan habitualmente con letras minusculas a partir de la p.
Una proposicion expresada como una cadena de caracteres se
denominaexpresion logicad formula.

PAQ

TEMA | Introduccion a la bgica— p. 6/



Ejemplos

"¢ ESs esto verdadero?" no es una proposicion.
"Juan es un nombre" es una proposicion.
"8 @s un numero primo" es una proposicion.

"8 N0 es un numero primo" es una proposicion.

TEMA | Introduccion a la bgica— p. 7/




Definicion

Las proposiciones constituidas por proposiciones atbmicas y otras
particulas que sirven de nexo se llanmanleculareso compuestasy
se representan habitualmente con letras mayusculas a partir de la

Ejemplos

Federico es alto y Jaime también.
Federico y Jaime son altos.

Las manzanas son verdes o amarillas.
Mozambique es un pais o una ciudad.

Juan no es alto.
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Definicion

Un conector logicoes una particula que se utiliza para formar las
proposiciones moleculares, es decir, un elemento del lenguaje que
permite construir frases nuevas a partir de las existentes, obtenier
nuevos significados.
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Definicion
Sip Yy g son proposiciones

La disyuncion (o inclusiva)p V ¢
es falsa solo cuando son falsas simultaneamente

La conjuncion (y) p A g
es cierta solo cuando son ciertas simultaneamepte

El conector (o exclusivo) (XOR) @ g
es verdadero cuando exactamente una de las dos proposigiogess
cierta y falsa en otro caso.

La negacdbn (no) ~ p
es cierta sOlo cuando es falsa
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Definicion
Sip Yy g son proposiciones
P—4qg
sOlo es falsa cuandoes cierta yy falsa; en el resto de casos es
verdadera.

p es lahipotesis (0 antecedentg); es laconclusion (o consecuente)
Ejemplos
Maria sera buena estudiante si estudia mucho.

Juan puede cursar Matematica Aplicada a la Seguridad en R
Informaticas soélo si esta en tercer curso de carrera.

Un condicion suficiente para que Julio visite Cuenca es que \
las Casas Colgantes.
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Ejemplo

Estructurasi-entonce® si-entonces-sino
Sip es una sentencia relacionady r son enunciados ejecutables

Si p entonceyg
SI p es cierta se ejecutasi p es falsa se sigue a la sentencia siguien

Sip entonceg sinor
Si p es cierta se ejecutasi p es falsa se ejecutay sigue a la sentenci:
siguiente
Ifa>1
n=n+1,
else
n=n-1;
end
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Nota Dos proposiciones importantes son:
F—Q
Q—-V

Ambas dan lugar ¥.

Definicion La inversa de una proposicion condiciopal ¢ es la
Proposicion~ p —~ ¢

Definicion La reciproca de una proposicion condiciopal g es la
Proposiciong — p

Definicion El contrareciproco o trasposicion de una proposicion
condicionalp — ¢ es la proposicion- ¢ —~ p

TEMA | Introduccibn a la bgica— p. 13



Definicion
Sip Yy g son proposiciones

Pp<——(q

es cierta solo sy y ¢ tienen el mismo valor de verdad.

Formas alternativas

"p es condicién necesaria y suficiente pgra

"p SSiq".
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Definicion
Unatabla de verdadde una proposicion da los valores verdaderos
la proposicion para todas las asignaciones posibles.

pla|pva|pAgd|p&q|~p |[p—¢q| P4
VI V] V Vv F | F Vv Vv
V|IF| V F V | F F =
Flv| Vv F vV |V Vv =
FIF| F = F | v Vv Vv
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O Rk KK

O Ok kX
O Frk O R

O O O K| >

OFr R O %

01 1011 0110
11 0001 1101
11 1011 1111 operacion OR
01 0001 0100 operacion AND
10 1010 10ljro:)eracic’)n XOR
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1.3.1 Tautologas y contradicciones

Definicion

Una expresion ldgica es una tautologia si es verdadera para todas
asignaciones posibles.

Definicion

Una expresion logica es una contradiccion si es falsa para todas Iz
asignaciones posibles. Se suele representar mediante el siinbolo
Definicion

Una expresion ldgica que no sea una tautologia ni una contradicci
denomina contingencia (casualidad/eventualidad).
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Ejemplo:

Tabladeverdadde (PAQ)V Q

P QI PAQ|~(PAQ) | ~(PANQ)VA
V V| V F Vv
V. F| F Vv Vv
F V| F Vv Vv
F F| F Vv Vv
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Notacion

Si P — () es una tautologia se le llanmaplicaciony se escribe
P=4qQ

Si P «— () es una tautologia se dice que es dobhle implicacion, se
escribeP < ()

A es una tautologia se suele escribirA.

=~ (PAQ)VQ

Ley del medio excluido = PV ~P
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PAQ = P Simplificacion
P = PVQ Adicion
Q = (P — Q) || Condicional
(P—-Q)N(Q—R)] = (P— R) | Silogismo Hipotético
(PVQ)AN~P = Q Silogismo Disyuntivo
(P — Q) A P] = Q Modus Ponens
(P — Q)N ~ Q)] = ~ P Modus Tollens

Ejemplo Silogismo Disyuntivo
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PvQ (PVQAN~P (PVQ)A~PAN~Q
% F F
Y% F F
V V F
F F F
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Definicion

Dos formas proposicionalg3y () se dicen logicamente equivalente
y se escribeP = (), si sus tablas de verdad coinciden.

Nota

Esto equivale a decir gue «— () es una tautologia; ast, = @) es lo
mismo que deciP < Q.

El programa esta bien escrito y bien documentado.

El programa esta bien documentado y bien escrito.
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Leyes de De Morgan
1. ~(pVg)=~pA~q
2. ~(pNq)=~pV~q

P q|~(pVa ~pA~q
V VvV F F
1. V F F F
F Vv F F
F F V Vv

2. La otra afirmacion se deja como ejercicio.
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Transposicion o contraredproco

Definicion La contrarreciproca o trasposicion de una proposicion
condicionalp — ¢ es la proposicidn- ¢ —~ p

Teoremala proposicion condicional — ¢ y su contrarreciproca
~ g —~ p son ldgicamente equivalentes.

p 9| pP—/49 ~q—/~DPp
V V

nmonn << <

Vv
F| F F
V| Vv Vv
F| v Vv
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Eliminacion de Condicionales

P—-Q=~PVQ

PlQ|~PvQ|P—=0Q
V|V Vv Vv
V | F F F
F |V V V
F|F Vv Vv
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Eliminacion de Bicondicionales

P Q (~ PVQ)A(PV~Q)
P—Q = (PAQ)V(~PA~Q)

Pl Q|~PVQ | Pv~Q | (~PVQ)NPV~Q)
V|V Vv V V
V | F F V F
F |V V F F
F|F V V V
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Leyes Nombre

Pv ~ P =YV | Leyde medio excluidgd
PN~ P =F | Leyde contradiccion
PVF=P Leyes de identidad
PAV =P

PVV =V Leyes de dominacion
PANF=F

PV P =P | Leyesdeidempotencia
PANP=P
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Leyes Nombre

~(~P)=P Doble negacion
PvQ=QVP Conmutativas
PANQ=QANP
(PVQ)VR=PV(QVR) Asociativas

(PANQ)AR=PA(QAR)
PV QAR)=(PVQ)N(PVR) Distributivas
PA(QVR)=(PAQ)V(PAR)

~(PNQ)=~ PV ~Q Leyes de
~(PVQ)=~PAN~Q De Morgan
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Leyes de absordn

]
i

PV (PAQ)
PA(PVQ)

]
i

PV(PANQ)=(PAV)V(PAQ)Leydeidentidad
PA(VVvQ) Leydistributiva
P AV Leyde dominacion
P Ley de identidad
Otras leyes

(PAQ)V(~PAQ)
(PVQ)N(~PVQ) =

11—
O O
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Definicion

SeaP(x) un enunciado que contiene una variable que llamarenyos
seal) un conjunto.

P es una funcion proposicional con respectb ai para cada enD,
P(z) es una proposicion.

Se dice qué) es el dominio de discurso de.

Ejemplos

n? + 2n es un nimero imparly ).
2 —z —6=0.(R).

El hotel se catalogd como de tres estrellas. Considérese con
dominio de discurso el conjunto de todos los hoteles de una
region.
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Cuantificador Universal

Definicion

SeaA una expresion y seauna variable. Si deseamos indicar gdie
es verdadero para todos los posibles valores, @scribiremos/ z A.
YV x se denomina cuantificador universaldyse denomina ambito o
alcance del cuantificador.

Ejemplo

Todo el mundo tiene buena suerte de vez en cuando.

B = "tener buena suerte de vez en cuando”

B(z) ="z tiene buena suerte de vez en cuando”

vV xB(x) en el conjunto de los seres humanos.
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Cuantificador Existencial

Definicion

SeaA una expresion y una variable. Si deseamos indicar qlies
verdadero para al menos un valor de la variahlescribiremosi z A.

3 se denomina cuantificador existencialdyes el ambito o alcance d
cuantificador existencial.

Ejemplo

Hay una persona que ha irrumpido en el aula con malos modales.
B ="irrumpir en el aula con malos modales"

B(z) ="z irrumpe en el aula con malos modales"

JzB(x) en el conjunto de los seres humanos.

TEMA | Introduccion a la bgica— p. 33



Cualquiera que seac IRsix > 1,entoncex + 1 > 1

Seax un nimero real. Es cierto que para cualquiera que sea el nu
realz, x <106z > 1.

Siz <1

Siz>1
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Leyes de De Morgan generalizadas

Si P es una funcién proposicional, cada par de proposiciones en 1
tiene el mismo valor de verdad

1. ~(Vz,P(z)); dx,~ P(x)
2. ~(Jx,P(x));Va,~ P(x)
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Resumiendo:

V x, P(z) es verdadera si para cad&n el dominio de discurso
P(x) es cierta.

1z, P(x) es verdadera si hay algaren el dominio de discurso
para el queP(x) es cierta. Basta un solo valor.

vV x, P(x) es falsa si hay un valor deen el dominio de discursc
para el queP(x) es falsa. Basta un solo valor.

1z, P(x) es falsa si para cadaen el dominio de discursB(z)
es falsa.
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1.5.1 Introduccion

Sistema Matematico

U

Axiomas, definiciones y terminos no definidps

Se suponen ciertos los axiomas.

Las definiciones se utilizan para crear conceptos nuevos en téermir
los ya existentes.

Algunos términos no se definen en forma explicita, sino que se de
en forma implicita en los axiomas.

Un teoremaes una proposicion cuya verdad se ha demostrado.
Algunos tipos especiales de teoremas se conocelep@so
corolarios.
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Definicion
Un argumento es una serie de proposiciones que se escriben

P1
P2
6O pi,p2,..spn/oq O pLApa AL ADL/ L q
Pn
" q
Las proposicioneg, po, . . ., p, SON lashipotesiso premisasy la

proposiciony es latesiso concluson.

TEMA | Introduccion a la bgica— p. 38




Un argumento I6gico egalido si la conclusion se deduce l6gicamen
de las premisas, es decir, siempre que sean ciertas las premisas
entonces también lo es la conclusion. En caso contrario, el argums
no es valido.

Un argumento que establece la veracidad de un teorema es una
demostracony la l6gica es una herramienta paraaélisis de las
demostraciones
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La mayoria de los argumentos utilizados en la practica son inform:
Los argumentos formales derivaciones o demostraciones formale
Todos tienen en comun

Una lista de argumentos logicos admisibles llamados reglas
Inferencia.

La derivacion por si misma, que es una lista de expresiones
l0gicas

Originalmente la lista es vacia

Se anaden las reglas que se utilizan

Se llega a la conclusion
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Leyes Nombre
PQEPANQ Ley de combinacion
PANQEQ Ley de simplificacion
PANQEP Variante de la Ley de simplific
PEPVQ Ley de adicion
QEPVQ Variante de la Ley de adici
PP—QEQ Modus ponens (Méetodo de afirt
~Q,P—QEFE~P Modus tollens (Método de neg

P—-Q,Q—R=P—R

Silogismo hipotético
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Leyes Nombre
PVQ@,~PEQ Silogismo disyuntivo
PVvQ,~QEP Variante del Silogismo disyunti
PvQ=QVP Leyes conmutativas

P—-Q,~P—-QEFEQ Ley de casos
P—QEFEP—Q Eliminacion de equivalencia
P—-QEQ—P Eliminacion de equivalencia

P—Q,Q— PP« Q| Introduccion de la equivalenci
P,~PEQ Ley de inconsistencia

Sin premisas= PV ~ P
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Las falacias parecen reglas de inferencia pero est:
basadas en contingencias y no en tautologias.
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Demostracon vada

Si la hipotesi de una implicaciom — ¢ es falsa,
entonces la implicacion es verdadera

Ejemplo

Si P(n) es la funcion proposicional

"Sin > 1 entonces’ > n"

Mostrar queP(0) es verdadera.

P(0) es “Si0 > 1 entonce$” > 0“y como la
hipotesis es falsa la implicacion es automaticamer
clerta.
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Demostracon trivial

Si la conclusiony de una implicaciom — ¢ es clerta
entonces la implicacion es verdadera

Ejemplo

SeaP(n) "si a €s un numero real positivo tal que

0 <a<1,entoncegl +a)” > 1+ na”
Demostremos qué&(0) es verdadero.

P(0) es "sia s un numero real positivo tal que

0 < a < 1, entoncegl +a)’ > 1+ 0a”. Como
1=(14+a)>14+0a=1,laconclusiéonP(0) es
cierta.

Observemos que no hemos utilizado la hipotesis d
implicacion 0 < a < 1).
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Demostracon directa

Teorema de la deducdn
Para demostral = B en matematicas, se utiliza con frecuencia el

siguiente argumento:
Se suponé, y se anadel a las premisas.
Se demuestr®, utilizando A, si fuera necesario.

Se prescinde dd, lo gue significa quel no es necesariamente
cierta, y se escribd = B.
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Demostracibn directa
Ejemplo: Demostrar el Silogismo Hipotético utilizando el teoren
anterior y el Modus Ponens.

Derivacion formal Regla Comentario

1.P — (@ Premisa

2.Q — R Premisa

3.P Hipdtesis Se supone cierfa

4.Q 1,3y MP

5.R 2,4y MP R esta demostrado ahora
6.P — R Teorema Se deja de suponer ciefto

Ya se puede concluir el silogismo
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Demostracon directa

Ejemplo:
Sin es un entero impar entonces$ es un entero impar.
Sin esimparn = 2k + 1 conk entero y, entonces,

n® = 2k + 1) = 4k* + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1
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Demostracibn por casos

Para demostrar

(p1 VP2 V...Vps) —q

podemos utilizar la tautologia
(p1Vp2V...Vpy) — ]

=@ Vp—q@V...V(pp— q)
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Demostracibn por casos

Ejemplo

Sin es un numero positivo entero cualquieray
N =n(n+2)(5n — 1)(bn + 1), entoncesV es
multiplo de 8.

Asi hemos probado qug — gy p2 — ¢ Son ciertos \
por tanto(p; V ps) — g también, y com@; V p,
equivale g, se concluye que — ¢ es verdadero.
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Demostracon indirecta

Se pretende probar la implicacipn— ¢ viendo que
Su contrarreciprocay ¢ —~ p, €s verdadera
Ejemplo

Si 3n + 2 es impar, entonceses impar.
Supongamos gue es par, entonces = 2k para
algun enterd:.

Asi3n + 2 = 3(2k) + 2 = 2(3k + 1) que es par por
ser multiplo de 2.

Como la negacion de la conclusion implica que la
hipotesis es falsa, hemos probado la contrarrecipr
de nuestra implicacion.

Luego la implicacion original es verdadera.
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Demostracon por reduccion al absurdo

La técnica seria la siguiente:
Se supone clertd.

Se demuestra que esta hipotesis conduce a
contradiccion.

Se concluye- A.
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Demostracon por reduccion al absurdo
Ejemplo:DbemostrarP — Qy P —~ Q, entonces- P.

Derivacion formal Regla Comentario

1.P— Q@ Premisa

2. P —~ () Premisa

3.P Hipotesis Se supone cierfa

4.0 1,3y MP

5.~ Q 2,3y MP

6. QN ~ Q 45y C Tenemos la contradiccion buscad

Puesto que&” conduce a contradiccion se concluyeP
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Demostracon de una doble implicacon
Las equivalencias son muy importantes en cualquier teoria.
En Matematicas, se suele utilizar la siguiente técnica para la

demostracion de equivalencias:
Se supone ciertd.

Se demuestr®.

Se tiened = B, se prescinde d4.

Se supone ciert®.

Se demuestrd.

Se tieneB = A, se prescinde d8.

Se concluyed < B.
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Demostracon de una doble implicacon
Ejemplo
Un ndmero entera es par si y solo si su cuadradé
es par.
Seampy ¢, las proposicionesii’ es par” y 'n? es par”,
respectivamente.
Veamos que < q.
Primero veamog — ¢. Sin es par, entonces = 2r
para alglin enterp, y n? = 4r* que es par.
Ahora veamo® < ¢. Para ello podemos utilizar un
razonamiento indirecto. &I no es par, entonces
n = 2r + 1 para algurmr, luego

= (2r+1°=4r*+4r+1=4(r*+r)+1que
es impar.
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Demostracon de equivalencias miltiples

Para demostrar queproposiciones tienen los
mismos valores de verdad, es decir gue son
equivalentes, podemos utilizar la siguiente tautolo

[pl HPQH---Hpn]

(p1 — p2) A (P2 = p3) Ao A (DPn—1 — Pp) N (Pn — P1)
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Demostracon de equivalencias miltiples

Ejemplo:
Sin es un natural, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

- 5 es divisor den
- 5 es divisor den?
- 5no es divisor d&®> — 1 niden? + 1
Queremos ver
P1 <=7 P2 <7 P3
pero vamos a demostrar

(p1 — p2) A (P2 — p3) A (p3 — p1)
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Demostracon de equivalencias miltiples

Ejemplo:

[ps — pi1] Entre losb numeros consecutivos— 2,
n—1,n,n+1yn—+ 2, uno hade ser multiplo de
Como5 no es divisor dev> — 1, tampoco de: — 1 ni
den + 1.

Si fuese divisor de — 2, entonces: seria de la form:
n = 5m + 2y n® = 25m? + 20m + 4 resultando ser

n? + 1 multiplo de5, lo que no puede ser por
hipotesis.

lgual paran + 2.

Por lo tanto se deduce gue debe ser divisat de
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