CAPITULO 4 - Estructuras Algebraicas: Anillo.

Lección 9. Anillo, axiomas. Propiedades. Dominios de Integridad. Ideales. 

ANILLOS
Volvamos al conjunto (Z, +, ·), hemos visto  que con estas operaciones es un grupo aditivo abeliano; como por otra parte el producto es distributivo respecto de la suma, afirmamos que (Z, +, ·) es un anillo. Encontramos así que el conjunto Z tiene varias estructuras algebraicas, íntimamente relacionadas. Estas estructuras aparecen también  en  conjuntos no numéricos. 

 ¿Cuáles son entonces los axiomas que definen un anillo?. 

Un conjunto A, con dos operaciones, que no necesariamente tienen que ser la suma y la multiplicación conocidas, pero para las cuales utilizaremos esos símbolos para representarlas, tiene estructura de anillo si se verifica:

a) Respecto de la operación +, resulta  (A, +) tiene estructura de grupo abeliano.

b) Respecto de la operación  · , cumple la ley de cierre y la ley asociativa.

c) La segunda operación es distributiva a derecha e izquierda respecto de la primera. Es decir:   (a + b) · c = a · c + b · c   y   c · (a + b) = c · a + c · b.

Lo indicaremos en general con  (A, +, ·) es un anillo.

Si además para la segunda operación existe un elemento unidad, el anillo se denomina con unidad. 

Si la segunda operación es conmutativa, el anillo se denomina conmutativo.
Podemos observar que de acuerdo con estas condiciones, la segunda operación no tiene inversa. En cambio la inversa de la primera operación se denomina diferencia. Luego en un anillo existen tres operaciones cerradas: la suma, la diferencia y el producto.

Ejemplo:  Sea   P = {x / x ( Z  y  x = ( 2n}, es decir el conjunto de los enteros pares. Consideremos en ese conjunto las operaciones conocidas de suma y producto. Sus propiedades son:

Para la suma. a)  2a + 2b = 2(a + b); la suma de dos enteros pares es par; la operación es cerrada.  b)  (2a + 2b) + 2c = 2a + (2b + 2c); la operación es asociativa.  c)  0 ( P, pues          0 = 2·0, vale decir es un número par. d) Dado    2a,   existe   -2a    tal  que   2a + (-2a) = 0 .      e)  2a + 2b = 2b + 2ª, vale decir la suma es conmutativa. Luego la suma otorga al conjunto P estructura de grupo abeliano. 

Para el producto. a)  2a · 2b = 2(a·2b), el producto de dos números pares es par; el producto es cerrado. b)  (2a · 2b) · 2c = 2a · (2b · 2c); la operación es asociativa.                      c) 2a · (2b + 2c) = 2a · 2b + 2a · 2c, la operación es distributiva respecto de la suma; (y según sabemos lo es a izquierda y a derecha).

Luego (P, +, ·) es un anillo; y como P ( Z, decimos que es un subanillo de Z. En este conjunto, con la operación dada vale también la ley conmutativa. Luego el anillo es conmutativo.

Sin embargo es un anillo sin unidad por cuanto el 1 no es un número par.

Teorema: En todo anillo, si llamamos 0 al elemento neutro de la suma, el producto de un elemento cualquiera (y) del anillo por 0 es igual a 0.

En efecto:      (  x ( A,                  x + 0 = x            por ser 0 elemento neutro de la suma.  Multipliquemos ambos miembros de la ecuación anterior por           y ( A.                                      Se tendrá:                          y·(x + 0) = y·x  (   y·x + y·0 = y·x                 pp. distributiva.

Sabemos que    -(y·x)    es el opuesto de    y·x;   sumemos este valor a ambos miembros de la expresión anterior. 

                -(y·x) + y·x + y·0 = -(y·x) + y·x    (  0 + y·0 = 0   por propiedad del opuesto. De donde                                                                          y·0 = 0           que es nuestra Tesis.

Teorema: La propiedad distributiva vale para la diferencia:      (a – b)c = ac – bc .

En efecto:     b + (a – b) = a     por definición de diferencia.

Multiplicando ambos miembros por c y aplicando propiedad distributiva se tiene:

bc + (a – b)c = ac    (   (a – b)c = ac – bc    que es la tesis.

 En general, en un anillo cualquiera, puede darse la siguiente situación:   a · b = 0            con  a ( 0  y b ( 0. Decimos entonces que a y b son divisores de cero. Como caso particular podemos mencionar las clases residuales módulo 6. (ver problemas resueltos)

En los anillos que encontramos al estudiar los conjuntos numéricos    (Z, +, ·),   (Q, +, ·), (R, +, ·), (C, +, ·), la situación hallada era completamente distinta, es decir:

                                Si    x · y = 0  (  x = 0   (   y = 0.  

 En estos anillos no existen divisores de cero.

Los anillos conmutativos que no tienen divisores de cero, se denominan dominios de integridad. Por lo tanto los conjuntos numéricos mencionados tienen estructura de dominios de integridad.

Esta propiedad de los conjuntos numéricos de no tener divisores de cero, es lo que permite aplicar la regla de simplificación del producto, que hemos estudiado en la escuela secundaria.  Aprendimos que si      7 · x = 7 · 5   (    x = 5     porque podemos suprimir el 7 en ambos miembros de la ecuación. 

Esta simplificación es correcta por cuanto:   sumando el opuesto de 7 · 5  a ambos miembros de la ecuación resulta:       7 · x – 7 · 5 = 0      y aplicando la ley distributiva:           7 ( x – 5) = 0     Tenemos aquí un producto de dos números igual a 0, y como en el conjunto de los números enteros no hay divisores de cero, la única posibilidad es que uno de los dos factores sea 0.  7 no es cero, luego deberá ser    x – 5 = 0   (    x = 5. 

Esta regla de simplificación del producto es lógicamente equivalente a afirmar que el producto de dos factores no nulos es distinto de cero.

También es válida la ley de simplificación para la suma que se expresa  

                                          a + b = a + c   (   b = c

En efecto, sumando   -a    a ambos miembros de la ecuación anterior, se tiene:

-a + a + b =  -a + a + c   (   (-a + a) + b = (-a + a) + c  (   0 + b = 0 + c    y de aquí          b = c    que es lo que queríamos demostrar. 

Otra propiedad importante de los anillos nos indica que el producto de dos elementos negativos es igual al producto de los positivos, que expresamos con    (-a)(-b) = ab.

En efecto consideremos la suma     

ab + a(-b) + (-a)(-b)  = a [b + (-b)] + (-a)(-b) = a · 0 + (-a)(-b) = (-a)(-b)   (1)     además:

ab + a(-b) + (-a)(-b)  = ab + [a + (-a)](-b) = ab + 0 · (-b) = ab                    (2)

Como los primeros miembros de las relaciones (1) y (2) son iguales, los últimos miembros también lo serán, luego        (-a)(-b) = ab    que es lo que queríamos probar. 

IDEALES.

Definición: Dado un subconjunto I de un anillo A, decimos que es un ideal si se verifica:      1)  Si    a ( I  y  b ( I entonces    a + b  ( I    y   a - b ( I   

2) Para todo c ( I  y  a ( A,    ca ( I  y   ac ( I. 

En todo anillo encontramos siempre dos ideales triviales:      I = {0} (elemento neutro de la suma)    y         I = A    . El primero se denomina ideal nulo. El segundo es el ideal unidad.        

PROBLEMAS RESUELTOS.

1. Consideremos el subconjunto de los múltiplos de 3,  en Z. Sabemos que cualquiera sea el elemento de este subconjunto, dividido por 3 nos dará resto 0. Llamemos a este subconjunto   C0 . Si tomamos los restantes elementos de Z y los dividimos por 3, vamos a encontrar que algunos cocientes dan resto 1 y otros dan resto 2. Construyamos entonces los subconjuntos   C1   y   C2 . El conjunto Z queda entonces clasificado en tres subconjunto tales que   

Z = C1 ( C2 ( C0
que se denominan clases residuales módulo 3 de Z. (Es esta una partición de Z).

Veamos algunas propiedades especiales de estas clases, que para simplificar la escritura indicaremos simplemente con el resto: 0, 1, 2.

a)  Cualquiera sea los elementos que consideremos de la clase 0, la suma será un número de esa clase.    6 ( 0 ; -9 ( 0   (    6 + (-9) = -3 ;   -3 ( 0.  Y en general:    3m + 3n = 3 (m + n), lo cual nos indica que la suma de dos múltiplos de 3 es múltiplo de 3. 

Esto no ocurre con las otras dos clases. En efecto, si un número pertenece a la clase 1, será de la forma    3x + 1   y si pertenece a la clase 2, será de la forma    3y + 2.   Sumemos dos elementos de la clase 1, se tendrá:   (3a + 1) + (3b + 1) = 3a + 1 + 3b + 1 = 3(a + b) + 2; el resultado pertenece a la clase 2. Sumemos dos elementos de la clase 2, se tendrá:                    (3m + 2) + (3n + 2) = 3(m + n) + 4 = 3(m + n + 1) +1 y el resultado pertenece a la clase 1. 

Luego la suma es cerrada en la clase 0, pero no lo es en la clase 1 ni en la clase 2.

b)  El  elemento identidad para la suma ( o neutro) es el 0 y pertenece a la clase 0. El opuesto de cualquier elemento de esta clase pertenece a ella; y la suma es asociativa, por serlo en el conjunto Z. Luego la clase 0 es un grupo conmutativo (la suma es conmutativa en Z). Luego es un subgrupo del conjunto de los enteros. 

c) ¿ qué ocurre con la multiplicación ? En la clase 0,  3m · 3n = 3 · (3 · m · n), luego es un múltiplo de 3 (o sea es divisible por 3 y nos da resto 0). Luego el producto es cerrado en esta clase; también es asociativo y distributivo respecto de la suma (por serlo en el conjunto Z). Esto significa que la clase 0 tiene estructura algebraica de anillo y como es un subconjunto de Z , debemos considerarlo como un subanillo de Z.

d) Además, multiplicando un número cualquiera de Z, por un elemento de la clase 0, será:    (3x + 1)·3m = 3x·3m + 3m = 3(x·3m + m) = 3(3mx +m) que es un elemento de la clase 0. Lo mismo ocurre con   (3x + 2)·3m = 3(3mx + 2m). 

En consecuencia la clase 0 es un ideal en el anillo Z.

Observemos sin embargo que este subanillo carece de unidad  por cuanto 1 no pertenece a la clase 0.

 Consideremos ahora el conjunto que tiene por elementos a las clases vistas, que llamamos clases residuales módulo 3.  Sea   R3 = {0, 1, 2} (indicamos con 0, 1, 2, las clases C0, C1, C2, para simplificar la escritura) y definamos en este conjunto una operación que llamaremos suma residual tal que sumando dos miembros de cualquiera de estas clases el resultado es la clase en la cual ese resultado se encuentra. 

Ejemplo:    Sea   x ( 0 (leemos “x pertenece a la clase cero”), su forma será    x = 3m;    sea   y ( 2 (leemos “y pertenece a la clase 2”), su forma será   y = 3n + 2. 

La suma  será   x + y = 3m + 3n + 2 = 3 (m + n) + 2;  el resultado pertenece a la clase 2. Podemos entonces escribir   0 + 2 = 2   esta será la suma residual que hemos definido. Construyamos una tabla para esta suma:

	+
	0
	1
	2

	0
	0
	1
	2

	1
	1
	2
	0

	2
	2
	0
	1


Definimos además en R3, una operación que denominamos producto residual de clases, de modo que multiplicando dos miembros de dos clases cualquiera, se obtiene una clase a la cual pertenece el producto efectuado.

Ejemplo:   Sea   x = 3m +1  (pertenece a la clase 1);        sea   y = 3n + 2  (pertenece a la clase 2) . Multiplicamos          x · y = (3m + 1)·(3n + 2) = 9mn + 6m + 3n + 2 =                           = 3(3mn + 2m + n) + 2    (pertenece a la clase 2).

Como para la operación anterior, construyamos una tabla  con todos los resultados posibles.

	·
	0
	1
	2

	0
	0
	0
	0

	1
	0
	1
	2

	2
	0
	2
	1


En el conjunto R3 hemos definido dos operaciones que si observamos con cuidado, determinan en el conjunto varias de las estructuras algebraicas conocidas.

En primer lugar en la tabla de suma se observa que todos los elementos de la misma pertenecen al conjunto dado (la operación es cerrada); existe un elemento neutro, la clase 0 que sumada a cualquier clase deja a ésta inalterada (fila 1 y columna 1); la operación es asociativa, se verifica en todos los casos  

(2 + 1)+ 0 = 0 + 0 = 0;     2 + (1 + 0) = 2 + 1 = 0     etc.

Pero también es conmutativa, pues la tabla es simétrica respecto de la diagonal principal   ( se llama así a los elementos que van desde la primera línea a la izquierda hasta la última línea a la derecha).

Cada elemento del conjunto tiene su opuesto:  -0 = 0;    -1 = 2;     -2 = 1.

 Luego (R3, +) es un grupo aditivo abeliano.

En segundo lugar el producto es cerrado (ver la tabla); es asociativo:  (1.2).0 = 2.0 = 0,   y   1.(2.0) = 1.0.= 0  (y así en todos los casos);  es distributivo respecto de la suma: 2 · (1 + 0) = 2 · 1 = 2  y además   2 · 1 + 2 · 0 = 2 + 0 = 2   ( y así en todos los casos).

Luego (R3, + , ·) es un anillo. 

La operación producto es también conmutativa dado que la tabla es simétrica respecto de la diagonal principal. 

Luego (R3, + , ·) es un anillo conmutativo.

Existe la unidad, es la clase 1, porque multiplicada por cualquier otra clase no la altera (ver fila 2 y columna 2 de la tabla).

Luego (R3, +, ·) es un anillo conmutativo con unidad. 

Finalmente para todo elemento x ( 0  y x ( R3, existe    x-1 ( R3, tal que    x.x-1 = 1. En efecto cada elemento (1 ó 2) es inverso de sí mismo. 

Luego (R3, ·) es un grupo multiplicativo abeliano.

2. Estudiemos ahora la clase residual módulo 6, con las operaciones de suma y producto residual, como hemos definido antes.      R6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5}       Las tablas serán:

	+
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	
	·
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	0
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	1
	1
	2
	3
	4
	5
	0
	
	1
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	2
	2
	3
	4
	5
	0
	1
	
	2
	0
	2
	4
	0
	2
	4

	3
	3
	4
	5
	0
	1
	2
	
	3
	0
	3
	0
	3
	0
	3

	4
	4
	5
	0
	1
	2
	3
	
	4
	0
	4
	2
	0
	4
	2

	5
	5
	0
	1
	2
	3
	4
	
	5
	0
	5
	4
	3
	2
	1


Observando las tablas, podemos verificar que se cumplen todas las propiedades necesarias para afirmar que este conjunto con las operaciones dadas tiene estructura de anillo conmutativo con unidad. Pero además tiene divisores de cero:     2 · 3 = 0;    4 · 3 = 0     y sin embargo 2, 3, 4 no son ceros.

PROBLEMAS PROPUESTOS.

1. Construir las tablas de suma y multiplicación para las clases residuales módulo 5 y verificar: a)    2 (1 + 2) = 2 · 1 + 2 · 2     ;   b)  Si existen en este conjunto, divisores de cero;  c) Si es un ideal del anillo de los números enteros. 
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