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Fecha: 13/08/2009

Página 273 – Ejercicios 1 y 3.

Ejercicio 1

En el conjunto E = {0,1,5} se define la operación * por medio de la tabla

	*
	0
	1
	5

	0
	0
	1
	5

	1
	1
	5
	0

	5
	5
	0
	1


Determine si tiene elemento neutro, absorbente, si es conmutativa o asociativa.

a) Elemento neutro ( a  e = e  a = a
Tiene elemento neutro, e = 0.
b) Elemento absorbente ( a  h = h  a = h
No tiene elemento absorbente.
c) Conmutativa ( a * b = b * a
Sí es conmutativa.
d) Asociativa ( (a * b)  c = a  (b * c)
Sí es asociativa.
Ejercicio 3
Dada la estructura algebraica (E,*) se define como elemento idempotente a (a ( E tal que a * a = a.

a) (R,+)
a * a = a ( a + a = a ( 0 + 0 = 0

Elementos idempotentes = {0}
b) (R,•)
a * a = a ( a • a = a ( 0 • 0 = 0 ˄ 1 • 1 = 1

Elementos idempotentes = {0,1}
c) (R,*) – a * b = ab + 3b2
a * a = a ( a2 + 3a2 = a ( 4a2 = a ( 4a = 1 ( a = 1/4

Elementos idempotentes = {0,1/4}

Tema: Grupos









Fecha: 17/08/2009

Páginas 283-284 – Ejercicios 1, 2, 5, 6, 7 y 8.

Ejercicio 1

Sea G = {-1,1}, compruebe que (G,•) es grupo abeliano, pero (G,+) no lo es.
	•
	-1
	1
	Cerrada ✔

	-1
	1
	-1
	Asociativa ✔

	1
	-1
	1
	Elemento neutro ✔ ( e = 1

	
	
	
	Elementos inversos ✔ ( -1-1 = -1 – 1-1 = 1

	
	
	
	Conmutativa ✔


(G,•) es grupo abeliano.

	+
	-1
	1
	Cerrada ✘

	-1
	-2
	0
	

	1
	0
	2
	


(G,•) no es estructura algebraica, obviamente no es grupo abeliano.

Ejercicio 2

Pruebe que (R,*) con a * b = a + b – 4 es un grupo abeliano. Además, calcule el valor exacto de 
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Cerrada ( (a,b ( R ∃(a + b – 4) ( R
Asociativa ( (a * b) * c = a * (b * c)
(a + b – 4) * c = a * (b + c – 4)

a + b – 4 + c – 4 = a + b + c – 4 – 4

a + b + c – 8 = a + b + c – 8

Elemento neutro ( a * e = e * a = a
a + e – 4 = a


e + a – 4 = a

e – 4 = 0


e – 4 = 0

e = 4



e = 4

e = 4
Elementos inversos ( a-1 = b ( a * b = b * a = e
a + b – 4 = 4


b + a – 4 = 4
a + b = 8


b + a = 8

b = 8 – a


b = 8 – a
a-1 = b = 8 – a
Conmutativa ( a * b = b * a
a + b – 4 = b + a – 4
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Ejercicio 5
Construya la tabla de operación para el grupo (Z7,() y determine el elemento neutro y los inversos de cada elemento del grupo.
Tabla de operación del grupo (Z7,().

	(
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	0
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	1
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	0

	2
	2
	3
	4
	5
	6
	0
	1

	3
	3
	4
	5
	6
	0
	1
	2

	4
	4
	5
	6
	0
	1
	2
	3

	5
	5
	6
	0
	1
	2
	3
	4

	6
	6
	0
	1
	2
	3
	4
	5


Elemento neutro ( e = 0.
Elementos inversos ( 0-1 = 0 – 1-1 = 6 – 2-1 = 5 – 3-1 = 4 – 4-1 = 3 – 5-1 = 2 – 6-1 = 1

Ejercicio 6
Considere el grupo (Z7*,().

a) Construya la tabla de operación para el grupo.

	(
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	1
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	2
	2
	4
	6
	1
	3
	5

	3
	3
	6
	2
	5
	1
	4

	4
	4
	1
	5
	2
	6
	3

	5
	5
	3
	1
	6
	4
	2

	6
	6
	5
	4
	3
	2
	1


b) Determine el elemento neutro y los inversos de cada elemento del grupo.

Elemento neutro ( e = 1.

Elementos inversos ( 1-1 = 1 – 2-1 = 4 – 3-1 = 5 – 4-1 = 2 – 5-1 = 3 – 6-1 = 1

Ejercicio 7
En el grupo (Z7*,() calcule:

a) [3]4, [3]-4 y [2]-409.
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b) [[3]7 ( [5]]-3 ( [[4] ( [2]-4]2.
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Ejercicio 8
Verifique que (Z7*,() es un grupo cíclico.

Grupo cíclico, ya que hay un generador x ( Z7* que cumple: (y ( Z7* (n ( Z tal que y = xn
30 = 1


50 = 1

31 = 3


51 = 5

32 = 2


52 = 4
33 = 6


53 = 6
34 = 4


54 = 2
35 = 5


55 = 3
Los generadores son 3 y 5.

Tema: Subgrupos









Fecha: 20/08/2009

Páginas 290-291 – Ejercicios 1, 2, 5 y 6.

Ejercicio 1
Determine todos los subgrupos del grupo (Z7*,().

Estructura algebraica ( (Z7*,() – a ( b = k

(a • b) = 7 • x + k = (a • b) mod 7
	(
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	1
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	2
	2
	4
	6
	1
	3
	5

	3
	3
	6
	2
	5
	1
	4

	4
	4
	1
	5
	2
	6
	3

	5
	5
	3
	1
	6
	4
	2

	6
	6
	5
	4
	3
	2
	1


Subgrupos del grupo (Z7*,()
O(Z7*) = 6 – Los subgrupos tendrán orden 1, 2, 3 y 6.

Subgrupos de Orden 1 ( {1}

Subgrupos de Orden 2 ( {1,6}

Subgrupos de Orden 3 ( {1,2,4}

Subgrupos de Orden 6 ( Z7*
Ejercicio 2
Determine todos los subgrupos del grupo (Z6,().

Estructura algebraica ( (Z6,() – a ( b = k

(a + b) = 6 • x + k = (a + b) mod 6
	(
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	0
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	1
	1
	2
	3
	4
	5
	0

	2
	2
	3
	4
	5
	0
	1

	3
	3
	4
	5
	0
	1
	2

	4
	4
	5
	0
	1
	2
	3

	5
	5
	0
	1
	2
	3
	4


Subgrupos del grupo (Z6,()

O(Z6) = 6 – Los subgrupos tendrán orden 1, 2, 3 y 6.

Subgrupos de Orden 1 ( {0}

Subgrupos de Orden 2 ( {0,3}

Subgrupos de Orden 3 ( {0,2,4}

Subgrupos de Orden 6 ( Z6
Ejercicio 5
Si M5 = {5k / k ( Z}; pruebe que (M5,+) < (Z,+), es decir, pruebe que el conjunto formado por los múltiplos del 5 es un subgrupo de los enteros con la adición como operación interna.
Se sabe que M5 ( Z, ahora se debe comprobar que M5 es un grupo.
Cerrada ( (5a,5b ( M5 ∃(5a + 5b) ( M5
Asociativa ( (a * b) * c = a * (b * c)
(5a + 5b) + 5c = 5a + (5b + 5c)

5a + 5b + 5c = 5a + 5b + 5c
Elemento neutro ( a * e = e * a = a
5a + e = 5a


e + 5a = 5a

e = 0



e = 0

e = 0
Elementos inversos ( a-1 = b ( a * b = b * a = e
5a + b = 0


b + 5a = 0
b = -5a



b = -5a
a-1 = b = -5a
Conmutativa ( a * b = b * a
5a + 5b = 5b + 5ª
(M5,+) es un grupo abeliano, por lo que (M5,+) < (Z,+).
Ejercicio 6
Calcule el conjunto U15 y compruebe que para todos sus elementos se cumple que a4 = e.
Conjunto U15 = {[1],[2],[4],[7],[8],[11],[13],[14]} – O(U15) = 8
	(
	[1]
	[2]
	[4]
	[7]
	[8]
	[11]
	[13]
	[14]

	[1]
	[1]
	[2]
	[4]
	[7]
	[8]
	[11]
	[13]
	[14]

	[2]
	[2]
	[4]
	[8]
	[14]
	[1]
	[7]
	[11]
	[13]

	[4]
	[4]
	[8]
	[1]
	[13]
	[2]
	[14]
	[7]
	[11]

	[7]
	[7]
	[14]
	[13]
	[4]
	[11]
	[2]
	[1]
	[8]

	[8]
	[8]
	[1]
	[2]
	[11]
	[4]
	[13]
	[14]
	[7]

	[11]
	[11]
	[7]
	[14]
	[2]
	[13]
	[1]
	[8]
	[4]

	[13]
	[13]
	[11]
	[7]
	[1]
	[14]
	[8]
	[4]
	[2]

	[14]
	[14]
	[13]
	[11]
	[8]
	[7]
	[4]
	[2]
	[1]


[1]4 = [1]

[2] 4 = [1]

[4] 4 = [1]

[7] 4 = [1]

[8] 4 = [1]

[11] 4 = [1]

[13] 4 = [1]

[14] 4 = [1]
Ejercicio de Operaciones de Conjuntos
Si P(E) denota el conjunto de partes de E, con E ( (. Sobre este conjunto se definen diferentes operaciones internas, analice las propiedades que cumple e indique qué tipo de estructura es.

a. (P(E),*) con A * B = A ( B.

E = {a,b,c}


P(E) = {∅,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},E}
	*
	∅
	{a}
	{b}
	{c}
	{a,b}
	{a,c}
	{b,c}
	E
	

	∅
	∅
	{a}
	{b}
	{c}
	{a,b}
	{a,c}
	{b,c}
	E
	Cerrada ✔

	{a}
	{a}
	{a}
	{a,b}
	{a,c}
	{a,b}
	{a,c}
	E
	E
	Asociativa ✔

	{b}
	{b}
	{a,b}
	{b}
	{b,c}
	{a,b}
	E
	{b,c}
	E
	Elemento neutro ✔          e = ∅

	{c}
	{c}
	{a,c}
	{b,c}
	{c}
	E
	{a,c}
	{b,c}
	E
	Elementos inversos ✘

	{a,b}
	{a,b}
	{a,b}
	{a,b}
	E
	{a,b}
	E
	E
	E
	Conmutativa ✔

	{a,c}
	{a,c}
	{a,c}
	E
	{a,c}
	E
	{a,c}
	E
	E
	

	{b,c}
	{b,c}
	E
	{b,c}
	{b,c}
	E
	E
	{b,c}
	E
	Monoide conmutativo

	E
	E
	E
	E
	E
	E
	E
	E
	E
	


b. (P(E),*) con A * B = A ( B.

E = {a,b,c}


P(E) = {∅,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},E}
	*
	∅
	{a}
	{b}
	{c}
	{a,b}
	{a,c}
	{b,c}
	E
	

	∅
	∅
	∅
	∅
	∅
	∅
	∅
	∅
	∅
	Cerrada ✔

	{a}
	∅
	{a}
	∅
	∅
	{a}
	{a}
	∅
	{a}
	Asociativa ✔

	{b}
	∅
	∅
	{b}
	∅
	{b}
	∅
	{b}
	{b}
	Elemento neutro ✔          e = E

	{c}
	∅
	∅
	∅
	{c}
	∅
	{c}
	{c}
	{c}
	Elementos inversos ✘

	{a,b}
	∅
	{a}
	{b}
	∅
	{a,b}
	{a}
	{b}
	{a,b}
	Conmutativa ✔

	{a,c}
	∅
	{a}
	∅
	{c}
	{a}
	{a,c}
	{c}
	{a,c}
	

	{b,c}
	∅
	∅
	{b}
	{c}
	{b}
	{c}
	{b,c}
	{b,c}
	Monoide conmutativo

	E
	∅
	{a}
	{b}
	{c}
	{a,b}
	{a,c}
	{b,c}
	E
	


c. (P(E),*) con A * B = A – B.

E = {a,b,c}


P(E) = {∅,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},E}

	*
	∅
	{a}
	{b}
	{c}
	{a,b}
	{a,c}
	{b,c}
	E
	

	∅
	∅
	∅
	∅
	∅
	∅
	∅
	∅
	∅
	Cerrada ✔

	{a}
	{a}
	∅
	{a}
	{a}
	∅
	∅
	{a}
	∅
	Asociativa ✘

	{b}
	{b}
	{b}
	∅
	{b}
	∅
	{b}
	∅
	∅
	Elemento neutro ✘

	{c}
	{c}
	{c}
	{c}
	∅
	{c}
	∅
	∅
	∅
	Elementos inversos ✘

	{a,b}
	{a,b}
	{b}
	{a}
	{a,b}
	∅
	{b}
	{a}
	∅
	Conmuttiva ✘

	{a,c}
	{a,c}
	{a,c}
	E
	{a,c}
	E
	∅
	{a}
	∅
	

	{b,c}
	{b,c}
	{b,c}
	{c}
	{b}
	{c}
	{b}
	∅
	∅
	Estructura algebraica

	E
	E
	{b,c}
	{a,c}
	{a,b}
	{c}
	{b}
	{a}
	∅
	


Tema: Homomorfismo de Grupos y Anillos





Fecha: 24/08/2009

Páginas 296-297 – Ejercicios 1, 4, 6 y 9.

Ejercicio 1
Pruebe que f: R → R+ dada por f(x) = ex es un homomorfismo entre los grupos (R,+) y (R+,•).
f: R → R+ – f(x) = ex
Grupos (R,+) y (R+,•)
Homomorfismo entre los grupos (G,*) y (F,() se da cuando f(a * b) = f(a) ( f(b) (a,b ( G
f(a + b) = ea + b = ea • eb = f(a) • f(b) (a,b ( R
Por lo tanto entre los grupos (R,+) y (R+,•) hay homomorfismo.

Ejercicio 4
Considere el grupo F = Z con la suma usual de enteros, y G = {-1,1} el sugbrupo de (R*,•) formado sólo por esos dos elementos. Sea φ: F → G, definida como φ(n) = 1 si n es par y φ(n) = -1 si n es impar. Compruebe que φ es un homomorfismo de grupos.

φ: F → G – 
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Grupos (F,+) y (G,•)
Homomorfismo entre los grupos (G,*) y (F,() se da cuando f(a * b) = f(a) ( f(b) (a,b ( G
Tres casos de deben probar:

1) Sean a y b dos números enteros pares.

φ(a + b) = φ(a) • φ(b) (a,b ( F
1 = 1 • 1

1 = 1

2) Sean a y b dos números enteros impares.

φ(a + b) = φ(a) • φ(b) (a,b ( F
1 = -1 • -1

1 = 1
3) Sean a y b dos números enteros par e impar respectivamente.

φ(a + b) = φ(a) • φ(b) (a,b ( F
-1 = 1 • -1

-1 = -1
Por lo tanto entre los grupos (F,+) y (G,•) hay homomorfismo.

Ejercicio 6
Sea x un número racional pero fijo, considere el grupo (Z,+), el conjunto de los números enteros con la suma usual, y el grupo (Q*,•), el conjunto de los números racionales diferentes de cero con el producto usual. Sea φ: Z → Q*, definida como φ(n) = xn. Pruebe que φ es un isomorfismo de grupos.

φ: Z → Q* – φ(n) = xn
Grupos (Z,+) y (Q*,•)
Homomorfismo entre los grupos (G,*) y (F,() se da cuando f(a * b) = f(a) ( f(b) (a,b ( G
φ(a + b) = xa + b = xa • xb = φ(a) • φ(b) (a,b ( Z
Entre los grupos (Z,+) y (Q*,•) hay homomorfismo.

Si f es biyectiva, entonces f es un isomorfismo.

Si f es inyectiva y sobreyectiva, entonces f es biyectiva.

Si f(a) = f(b), entonces f es inyectiva.

Además, si Nf = {e} entonces f es inyectiva.
(teorema 6)

f(e) = e’
(teorema 5)

e = 0 y e’ = 1 ( φ(e) = φ(0) = x0 = 1 = e’

Nφ = φ-1({e’}) ˄ φ-1(n) = logxn ˄ e’ = 1
( φ-1(e’) = φ-1(1) = logx1 = 0 = e ( Nφ = {e} = {0} ( φ es inyectiva

Si f(x) = y, entonces f es sobreyectiva.

φ(n) = m = xn
m = xn
logxm = n
φ-1(n) = logxn ( φ es sobreyectiva

( φ es biyectiva

Por lo tanto entre los grupos (Z,+) y (Q*,•) hay isomorfismo.

Ejercicio 9

Sea U9 = {[1],[2],[4],[5],[7],[8]} y considere la operación producto habitual de clases: ([a],[b] ( Z9, [a] ( [b] = [ab].
Conjunto U9 = {[1],[2],[4],[5],[7],[8]} – O(U9) = 6

	(
	[1]
	[2]
	[4]
	[5]
	[7]
	[8]

	[1]
	[1]
	[2]
	[4]
	[5]
	[7]
	[8]

	[2]
	[2]
	[4]
	[8]
	[1]
	[5]
	[7]

	[4]
	[4]
	[8]
	[7]
	[2]
	[1]
	[5]

	[5]
	[5]
	[1]
	[2]
	[7]
	[8]
	[4]

	[7]
	[7]
	[5]
	[1]
	[8]
	[4]
	[2]

	[8]
	[8]
	[7]
	[5]
	[4]
	[2]
	[1]


a. Demuestre que (: U9 → U9 tal que (([a]) = [a]2 es un endomorfismo de grupos.

(: U9 → U9 – (([a]) = [a]2
Grupos (U9,() y (U9,()

Homomorfismo entre los grupos (G,*) y (F,() se da cuando f(a * b) = f(a) ( f(b) (a,b ( G
(([a] ( [b]) = ([a] ( [b])2 = ([ab])2 = [ab] ( [ab] = [abab] = [aabb] = [aa] ( [bb] = [a]2 ( [b]2 = (([a]) ( (([b]) (a,b ( U9
Por lo tanto entre los grupos (U9,() y (U9,() hay homomorfismo.

Los dos grupos son iguales, por lo que ( es un endomorfismo.
b. Determine N(. ¿Qué puede decirse de (?

N( = (-1({e’}) ˄ e’ = [1]
( (([a]) = [1] ( (([1]) = [1]2 = [1] ˄ (([8]) = [8]2 = [1]( N( = {[1],[8]} ( ( no es inyectiva

c. Dé por extensión el conjunto ((U9) y concluya si es sobreyectiva o no.
Grupo cíclico, ya que hay un generador x ( A que cumple: (y ( A (n ( Z tal que y = xn
Si f(x) = y, entonces f es sobreyectiva
(([1]) = [1]2 = [1]

(([2]) = [2]2 = [4]

(([4]) = [4]2 = [7]

(([5]) = [5]2 = [7]

(([7]) = [7]2 = [4]

(([8]) = [8]2 = [1]

Codominio = U9 ( Rango o Ámbito = {[1],[4],[7]} ( ( no es sobreyectiva
Ejercicio de Anillos
Pruebe que el producto cartesiano A × B es un anillo con las operaciones
(a,b) + (c,d) = (a + c,b + d) y (a,b) • (c,d) = (ac,bd), y si tiene unidad.

A × B = {(a,b) ( a ( A ( b ( B}
A = {…,-2,-1,0,1,2,…} ( B = {…,-2,-1,0,1,2,…} ( Z  Z
1) Estructura algebraica ( (Z  Z,) – (a,b) + (c,d) = (a + c,b + d)
Cerrada ( ∀a,c ∈ Z ∃(a + c) ∈ Z ∧ ∀b,d ∈ Z ∃(b + d) ∈ Z
Asociativa ( [(a,b)  (c,d)]  (e,f) = (a,b)  [(c,d)  (e,f)]

(a + c,b + d)  (e,f) = (a,b)  (c + e,d + f)

(a + c + e,b + d + f) = (a + c + e,b + d + f)

Elemento neutro ( e = (c,d) ( (a,b)  (c,d) = (c,d)  (a,b) = (a,b)

(a + c,b + d) = (c + a,d + b) = (a,b)

a + c = a


b + d = b

c = 0


d = 0
e = (c,d) = (0,0)

Elementos inversos ( (a,b)-1 = (c,d) ( (a,b)  (c,d) = e

(a + c,b + d) = (0,0)

a + c = 0


b + d = 0
c = -a


d = -b
(a,b)-1 = (c,d) = (-a,-b)

Conmutativa ( (a,b)  (c,d) = (c,d)  (a,b)

(a + c,b + d) = (c + a,d + b)

Por lo tanto, la estructura algebraica (Z  Z,) es un grupo abeliano.

2) Estructura algebraica ( (Z  Z,•) – (a,b) • (c,d) = (ac,bd)
Cerrada ( ∀a,c ∈ Z ∃(ac) ∈ Z ∧ ∀b,d ∈ Z ∃(bd) ∈ Z
Asociativa ( [(a,b) • (c,d)] • (e,f) = (a,b) • [(c,d) • (e,f)]

(ac,bd) • (e,f) = (a,b) • (ce,df)

(ace,bdf) = (ace,bdf)

Elemento neutro ( e = (c,d) ( (a,b) • (c,d) = (c,d) • (a,b) = (a,b)

(ac,bd) = (ca,db) = (a,b)

ac = a


bd = b

c = 1


d = 1
e = (c,d) = (1,1)

Elementos inversos ( (a,b)-1 = (c,d) ( (a,b) • (c,d) = e

(ac,bd) = (1,1)

ac = 1


bd = 1
c = 1/a


d = 1/b
(a,b)-1 = (c,d) = (1/a,1/b) ( a ≠ 0 ( b ≠ 0
Conmutativa ( (a,b) • (c,d) = (c,d) • (a,b)

(ac,bd) = (ca,db)

Por lo tanto, la estructura algebraica (Z  Z,•) es un monoide conmutativo.

3) La operación • es distributiva respecto a la operación +
· (a,b) • ((c,d) + (e,f)) = ((a,b) • (c,d)) + ((a,b) • (e,f))

(a,b) • (c + e,d + f) = (ac,bd) + (ae,bf)
(a(c + e),b(d + f)) = (ac + ae,bd + bf)
(ac + ae,bd + bf) = (ac + ae,bd + bf)
· ((a,b) + (c,d)) • (e,f) = ((a,b) • (e,f)) + ((c,d) • (e,f))

(a + c,b + d) • (e,f) = (ae,bf) + (ce,df)

(e(a + c),f(b + d)) = (ae + ce,bf + df)
(ae + ce,bf + df) = (ae + ce,bf + df)
Los dos grupos tienen elemento neutro y el segundo grupo es conmutativo, por lo que es un anillo con unidad y conmutativo.
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